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Resumé
Resumé Dette projekt tager udgangspunkt i spørgsmålet om, hvordan det
kan være, at matematik er så effektiv, og derfor så ofte anvendes i andre dele
af verden end bare matematikken. Vores spørgsmål går på, hvordan det kan
være, at matematik virker i andre fag end matematik selv. Vi har forsøgt at
besvare spørgsmålet igennem tre forskellige cases, hvor matematik kan tilskrives
en betydelig del af successen. Vi har forsøgt at sprede cases, både i forhold til på
hvilken måde matematik indgik, samt i forhold til hvilke andre fagområder der
indgik. De tre cases var henholdsvis Hardy-Weinbergs ligevægtslov for genetiske
populationer, JPEG-algoritmen til komprimering af digitalbilleder og en karton-
model af Planetarie-bygningen i København. Igennem en analyse af disse tre
cases, fandt vi som det første, at vi ikke generelt kan beskrive, hvad det vil sige,
at matematikken 'virker' i sammenhængen. Matematikken virker på forskellig
vis fra case til case, ligesom vi også fandt, at grunden til, at det kan lade sig
gøre at anvende matematik, er vidt forskellig fra case til case. Vores formodning
er, at disse resultater er generelle, da man ikke kan finde en fælles begrundelse
for, at matematik virker.
Abstract This project originates from the question of how come Mathemat-
ics is so effective, and hence is being used in so many other areas of the world,
other than that of mathematics. Our question regards how come mathematics
works in other discplines than mathematics itself. Our approach to the ques-
tion was through three different cases, where mathematics could be assigned a
great deal of the reason for the success. We tried to spread out in our choices
of cases, both when it came to the way mathematics is interacting, but al-
so when it came to what scientific fields, we were looking at. The three cases
were the Hardy-Weinberg law on genetic populations, the JPEG algorithm used
for compressing digital images, and a cardboard model of the Planetarium in
Copenhagen. Through our analysis of these three cases, we found, firstly, that
it is not possible to give a common description of what it means that the math-
ematics 'works' in the case. The mathematics works in different ways in the
different cases. Secondly, we found that the reason that mathematics can be
used, is also different among the cases. Our assumption is that these results are
general, that one cannot find one common reason that mathematics work.
Forord
Denne rapport er resultatet af et videnskabsfag-projekt i matematik ved IMF-
UFA udført af en gruppe på 4 personer med vidt forskellig baggrund. Alle 4 har
været meget engageret i emnet, men der har også været en del diskussion om
måden at gribe tingene an på. Det tog ret lang tid at blive enige om valget af
cases, og i den proces er der investeret en del tid i at kigge på cases, som siden
blev forkastet.
Vores vejleder, Mogens Niss, har været meget villig til at afse tid til os og han
har været god til få os til at se realistisk på tingene. Uden ham var vi nok endt
op med nogle cases, som vi slet ikke kunne magte. Desuden har har bidraget
stærkt til at få den rette form på rapporten.
[Forsidebilledet er venligt udlånt af http://xkcd.com/]
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Kapitel 1
Indledning
1.1 Baggrund
Når man tænker på samspillet mellem forskellige videnskabelige fag, skiller
matematik sig ud. Matematik har en klar førsteplads på området at være redskab
for andre fag. Alle naturvidenskabelige fag er selvfølgelig redskabsfag i en eller
anden forstand, men oftest i mindre udstrakt grad end matematik. Eksempelvis
kan matematik, i modsætning til for eksempel kemi, anvendes til opstilling af
modeller, der beskriver samfundsvidenskabelige forhold.
Matematik adskiller sig også ved at udvikle sig parallelt med anvendelser i
andre fag. Skoleeksemplet er fremkomsten af differential- og integralregningen i
samspil med den klassiske mekanik. Derimod lever f.eks. dele af eksperimentel
elementarpartikel-forskning sit helt eget liv uden at blive påvirket af andre fag
(bortset fra teoretisk fysik). Ved denne vekselvirkning bruges matematik til
generalisering og abstraktion af gode ideer fra andre fag. På denne baggrund
kan man nu undre sig over, hvad der gør matematik velegnet til at spille denne
rolle.
En af de ting vi har bemærket om matematikkens anvendelighed er, at den er
variabel i forhold til hvilket andet fagområde eller problemstilling, man forsøger
'at parre' det med. Det vil altså sige, at selvom differentialligninger klarer sig
godt i den Newtonske beskrivelse af tiltrækningen mellem himmellegemer, så
har det meget lidt at sige om tiltrækningen mellem menesker. Eeller som et
andet eksempel i økonomi. Trods matematikken er stærk og kontant i at afklare
hvor meget x skylder y, så lader det til at dele af økonomi som fag, er langt
mindre beregnelig, omvendt foreligger dog også muligheden, at der 'blot' ikke
er et komplekst nok matematisk system til at afspejle det.
Ideen om at universet har en matematisk natur er ikke en ny ide men går
mindst tilbage til de gamle grækere. Et eksempel ser vi i Menon [Gowers, 2008,
s.973], hvor Sokrates via spørgsmål får en slave til at indse, at et kvadrat bliver
fire gange så stor,t hvis man gør siderne dobbelt så store, selv om slavens første
indfald meget naturligt er, at det bliver dobbelt så stort. Senere har vi Galileo
Galilei, der skrev: Universet er en stor bog skrevet i matematikens sprog. I
nyere tid har vi Wigner og Hamming der stiller spørgsmålet om hvad det er,
der gør matematik så effektivt i vidt forskellige grene [Wigner, 1960; Ham-
ming, 1980]. Begge fremhæver begreber som symmetri, invarians, generalitet og
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skønheden i det simple som vigtige for forståelse af matematikkens anvendelse
i specielt fysik. Der er dog dem der har argumenteret for at fysikken stadig
kunne have udviklet sig uden matematik. Wigner koncentrerer sig om anven-
delser inden for fysik og spørger sig selv, hvad er matematik og hvad er fysik.
Han kommer derefter med forskellige eksempler på matematik, der eksisterede,
før det blev anvendt i fysikken, samt samspillet mellem fysik og matematik. Det
kan diskuteres hvorvidt han kommer frem til et konkret svar eller blot stiller
spørgsmålet og overlader det til læseren at finde sit eget svar. Hamming derimod
kigger ikke blot på fysikken, men på matematikken i al almindelighed og kom-
mer også med eksempler på ingeniør-betonede anvendelser. Hamming kommer
frem til fire forklaringer, dog med en erkendelse af at disse ikke nødvendigvis
udgør den fulde sandhed. De fire forklaringer er:
1. Vi ser hvad vi leder efter
Den forklaring videnskaben finder er langt fra den fulde forklaring, men
blot den bedste forklaring, og afhænger af hvad vi vælger at kigger på,
og hvad vi vælger at skære fra. Et godt eksempel er et citat af Arthur
Stanley Eddington Nogle mænd tog ud at fiske med et net. Efter at have
undersøgt deres fangst konkluderede de, at der var en minimum størrelse
på fisk i havet. [Eddington, 1939]
2. Vi vælger selv, hvilken slags matematik vi bruger
Matematikken vi har er ikke altid nok. Da for eksempel skalarer ikke var
nok, blev vektorer og tensorer opfundet.
3. Videnskaben besvarer reelt kun få problemer
Matematikkens modeller dækker ikke alt. Der er etiske, æstetiske, filosofiske
og politiske begreber, der ikke kan beskrives rent matematisk.
4. Menneskehedens evolution gav modellen
De tidligste livsformer må have haft spiren til at tænke logisk og måden vi
tænker på er den bedst egnede (basalt set, Darwinisme). Hamming siger
meget lidt om dette da han ikke er en ekspert inden for biologi.
1.2 Problemformulering
En del af inspirationen til dette projekt kommer fra de utallige gange, man som
matematik-studerende bliver spurgt: Hvad kan man egentlig bruge det til?.
Dog må man sige, at dette er et meget generelt spørgsmål som stort set kan
stilles til alt. Der har sikkert også været dem, som engang i tidernes morgen
stillede spørgsmålet: Hvad kan du bruge hjulet til?. Matematik er imidlertid
noget mere abstrakt end et hjul, og dens anvendelse er også sværere at gen-
nemskue. Selv for folk som os der har prøvet at bruge matematik i forskellige
sammenhænge, vækker det stadig undren, at matematik kan udnyttes så mange
steder. Så det ville være naivt at tro at matematik bare kan anvendes hvor
som helst, men dette er heller ikke tilfældet. Enhver der har prøvet at bygge
en eller anden form for matematisk model ved at man godt kan lave en model
som ikke fanger essensen af det man prøver at beskrive. Der er eksempler på tal,
talrækker, og endog formler der dukker op igen og igen i vidt forskellige dele af
verden og videnskaben. Er det her dybt nede at matematikken interagere med
universet, tilfældigt, eller er lægger der mere under.
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Men hvad er det så, der gør, at man ind imellem finder tilfælde hvor matem-
atik er så fantastisk effektiv? Er det noget matematik kan, eller er man ind
imellem bare så heldig at andre fags problemer nærmest er designede til matem-
atisk beskrivelse? Et sammenspil mellem begge måske? Denne undren er hvad
der har bragt os til vores problemformulering.
Hvordan kan det være, at matematik virker i andre videnskaber
end matematik selv? Er det egenskaber ved matematikken, de andre
videnskaber eller relationen mellem disse, som gør matematikken så
anvendelig?
For at svare på dette, er vi nødt til at blive enige om hvad vi forstår ved 'virker'.
Dette kan være vidt forskelligt for forskellige fagområder, men vi vil undervejs
forsøge at diskutere hvad dette dækker over. Samtidig er det naturligvis ikke
sandsynligt i løbet af fire måneder at kunne give et helt komplet fyldestgørende
svar på hvorfor matematik så virker. Matematik dækker over så stort et område
at det ganske enkelt vil være umuligt at dække hele matematikkens verden. Der
er allerede andre kloge hoveder som nævnt i forgående afsnit der har behandlet
spørgsmålet generelt med hver deres indgangsvinkel. Hvordan vi vil begrænse
os og forholde os til omfanget af spørgsmålet beskrives i følgende afsnit.
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Metode
Med vores førnævnte begrænsninger for øje, kræver det vores omhu at beskrive
en fremgangsmåde der kan gøre det muligt for os at besvare vores problemfor-
mulering. Ethvert projekt har sin egen metode, og typen af konklusioner man
kan drage fra en problemformulering afhænger af, hvilken løsningsmetode man
følger. I en problemformulering som vores hvor vi i grove træk spørger Hvor-
dan kan det være, matematik er så anvendeligt?, er svartypen vi leder efter
primært analytisk funderet omkring visse træk ved en matematik i brug. Fokus
er hermed at finde steder hvor matematik 'bruges'.
2.1 Hvorfor konkrete cases
Når man som matematiker stiller sig selv spørgsmålet Hvor bruges matem-
atik?, så kommer man hurtigt til den overbevisning at matematik bruges over-
alt  fra alt hvad der er elektrisk eller kan sættes på elektronisk form, til alt der
er termodynamisk og hele den organiske verdens samspil deri (dog ikke forstået
således, at brugen af matematik fordrer determinisme af det, den virker på).
Vores problemfelt er dermed enormt. Det skal heller ikke fornægtes, at man
faktisk kunne anlægge en slags 'meta-matematisk' vinkel der i stedet gjorde sig
overvejelser om matematikkens natur i sig selv og søgte svar på problemformu-
leringen ad den vej.
Med det perspektiv for øje er det vores overbevisning at måden vi bedst
kan strukturere dette projektarbejde på er ved at tage udgangspunkt i få ud-
valgte, eksemplariske cases hvori matematik bruges. En case definerer vi som
en udvikling inden for et andet fagområde hvori (vi formoder) matematik har
haft en uomgængelig betydning. Inden for fysik findes der umiddelbart mange
af denne slags cases, da der generelt er et tæt samspil mellem matematik og
fysik og deres udviklingsmønster. Et kriterium for os er at vi kan vælge nogle
cases som ikke er for velkendte. Med udgangspunkt i disse cases vil vi da lave
en grundig redegørelse og dermed søge at eksponere det matematiske indhold.
2.2 Matematikkens forskellige anvendelser
Matematik anvendes i fysisk modellering, matematik bruges i klimamodeller til
at give bud på fremtidige tilstande, matematik bruges til at finde ud af hvad
der er den billigste kombination ud af vareudbuddet oppe i brugsen, matematik
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bruges til at bestemme hvor stort hul man skal lave i væggen for at få plads
til vinduet, matematik bruges til at tegne geometriske strukturer der bruges
overalt i vores hverdag.
Listen med matematiske anvendelser er alenlang. Derfor har vi brug for en
anden måde at se matematisk anvendelse på. Til det formål genkender vi visse
træk som vi synes går igen gennem listen af eksempler. F.eks. oplever vi at
matematik i mange tilfælde kan have en rolle som 'beskrivelse af et fænomen'
i mere eller mindre succesfuldt omfang  Newton brugte matematik til at
beskrive bevægelser, Mandelbrot brugte fraktaler til at beskrive Englands kyst.
Baseret på en af disse 'beskrivelsesrammer' ser man også ofte at man da søger
at bruge matematik til at få svar på en eller anden særlig omstændighed eller
fremtidig tilstand. Derudover ser vi også at matematik kan spille rollen som
'rent' redskabsfag til at bestemme geometriske mål for en konstruktion samt at
hele den digitale platform er funderet/konstrueret på matematikken i det binære
talsystem.
Umiddelbart inddeler vi matematikkens funktioner i tre grupper. Matematik
kan bruges til:
1. Beskrivelse
• Baseret på observationer og fænomener, søger man at konstruere matematiske
begreber, strukturer og relationer som indfanger essensen af det observerede.
F.eks med fraktalerne ovenfor  her kunne man opbygge en matematik der
kunne reproducere visse træk, man så i virkeligheden. Det er generelt, for denne
klasse at kunne genskabe egenskaber ved observationer, men ikke nødvendigvis
med forudsigelses-kraft.
2. Konstruktion/Design
• Essensen er her at man med udgangspunkt i matematikkens verden kan skabe
objekter i den fysiske verden eller immaterielle ting der opfører sig på en bestemt
dynamisk måde, eller har visse foreskrevne egenskaber. Eksempelvis udarbejdelse
af geometriske former til at designe bygninger, skulpture eller møbler m.m.
3. At svare på spørgsmål
• Praktisk/Handlingsanvisende: Eksempelvis anvendelsen af modellering til at give
svar på spørgsmål af praktisk konkret karakter. En god matematisk model af
kroppens fysiologiske funktioner kan eksempelvis være handlingsanvisende i forhold
til behandling.
• Videnskabelige spørgsmål: At bevise egenskaber udelukkende ved hjælp af matem-
atik. Et eksempel kan være at den udbredte forekomst af normalfordelingen kan
forklares ud fra den centrale grænseværdisætning.
Ud fra denne inddeling kan man sige lidt mere om hvad det betyder at
matematikken virker.
Hvis matematikken anvendes udelukkende til beskrivelse, vil 'virke' betyde,
at man ud fra den matematiske model kan danne sig et dækkende billede af det
beskrevne scenarie. Her flytter nissen så med, idet vi nu skal definere hvad der
forstås ved en 'dækkende beskrivelse'. Det skal forstås således at de væsentlige
karakteristika kan aflæses af modellen. Det skal igen betyde at to scenarier med
samme matematiske model skal være ens, i den kontekst problemet betragtes.
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Bruges matematikken til konstruktion skal 'virke' betyde at det konstruerede
faktisk har de ønskede egenskaber.
Det mest interessante er måske tilfældet hvor matematik bruges til at besvare
spørgsmål. Hvis matematik bruges handlingsanvisende, er det let nok at kon-
statere om den foreskrevne handlingsmåde har den ønskede konsekvens. Men
bruges matematik til at bevise videnskabelige spørgsmål, er det stadigt vanske-
ligt at sige, hvad 'virke' betyder. Den intuitive forestilling er at noget som er be-
vist matematisk, nødvendigvis må være sandt. Men når matematikken udtaler
sig om noget uden for matematikken, er der altid spørgsmålet om forudsæt-
ningerne for beviset. Så om matematikken 'virker', bliver dermed til et spørgsmål
om, hvorvidt forudsætningerne holder.
2.3 Grundlag for valg af cases
Det er klart at valget af cases har en afgørende betydning for rapporten som
helhed. Derfor er det kun naturligt at dette valg har været svært og har skabt
en del uenighed i gruppen. Man vil umiddelbart være fristet til at vælge emner
inden for ens foretrukne anvendelses-fag eller matematiske disciplin.
For at kunne foretage et mere objektivt valg, blev der derfor opstillet en
liste af spørgsmål til de mulige cases. Ud fra svarene på disse spørgsmål har
vi så bedømt egnetheden for hver case. Her følger en gennemgang af listen af
'interview-spørgsmål' eller kriterier.
Flere fagområder skal være repræsenteret
Det første krav er egentlig et krav til samlingen af cases som vi vælger. De valgte
cases skal være eksemplariske i håb om at kunne generalisere på baggrund heraf.
Vi formoder at se den største variation i anvendelse af matematik ved at bruge
cases fra forskellige fag.
Det skal være muligt at opnå fuld forståelse af casen inden for pro-
jektets tidsramme
Det er naturligvis nødvendigt at beherske den anvendte matematik for at kunne
udtale sig om hvorfor den virker. Men man er også nødt til at forstå problemet
set i anvendelsesfagets rammer. Disse to udfordringer sætter en kraftig praktisk
bestemt begrænsning for valget af cases.
Ubefærdede stier
Yderligere har vi det krav til vores cases, at vi helst vil undgå emner hvor
vores problematik allerede er behandlet. Det kan være meget interessant at
læse andres resultater, men da vores mission også er et læringsforløb omkring
projektarbejde, er det klart at foretrække emner hvor vi selv skal lege arkæologer
og grave de interessante aspekter frem.
Der skal være tale om en overraskende anvendelse af matematik
Hvad der er overraskende hænger selvfølgelig sammen med ens erfaring, men
nogle fag er matematiske af natur, og der skal derfor meget til for at finde
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anvendelser af matematik inden for disse fag overraskende. At banker anvender
matematik når de skal beregne ydelser på annuitetslån kan ikke overraske, da
begrebet penge jo netop er bygget op omkring matematik. Derimod er det mere
overraskende at man kan forudsige solformørkelser.
Matematikken skal spille en uomgængelig rolle og være på univer-
sitetsniveau
Spiller man bridge, kan man måske nok anvende sandsynligheds-regning som
en hjælp til at spille bedre. Men bridge kan sagtens spilles uden kendskab til
sandsynligheds-regning (omend på et lavere plan), så matematikken er ikke
uomgængelig.
Går man denne påstand efter i sømmene kan man argumentere for at den
menneskelige intelligens har indbygget sandsynligheds-regning. Enhver dreven
kortspiller anvender denne indbyggede sandsynlighedsregning måske uden at
kende den tilsvarende matematiske disciplin. Så vi kommer her ud i noget rod,
der knytter sig til spørgsmålet Hvad er matematik?.
Kravet om at matematikken skal være på universitetsniveau, er blot en kon-
sekvens af den sammenhæng rapporten skrives i. Det er jo kun i gennemgangen
af de enkelte cases der er mulighed for at vise tilegnelse af matematik.
Matematikken skal anvendes til konstruktion eller til at svare på
spørgsmål
En ren beskrivende anvendelse af matematik anses altså ikke for interessant i
denne sammenhæng. Normalt vil en beskrivelse (model) være en forudsætning
for konstruktion eller for at besvare spørgsmål. Men der skal altså i casen være
mere end blot det beskrivende aspekt. Desuden skal de valgte cases gerne dække
begge de nævnte aspekter.
Anvendelser inden for fysik fravælges
Alle, der intresserer sig for spørgsmål, ved, at fysik er det fag der i størst ud-
strækning er baseret på anvendelse af matematik. Men da samspillet mellem
matematik og fysik er så velbelyst, tror vi ikke det vil være muligt for os at op-
nå ny indsigt. Vi erkender det enestående forhold mellem matematik og fysik,
men gør os ingen forestilling om at vi kan opnå nogen ny indsigt.
2.4 Cases
Vi har valgt 3 cases, som vi mener opfylder kriterierne nævnt ovenfor. I det
følgende gives en kort introduktion til hver case, samt en redegørelse for, hvorfor
de lever op til kriterierne.
Det skal nævnes at disse kriterier i væsentlig grad har været en hjælp til
at forkaste forslag. At de valgte cases opfylder kravene, kan synes umiddelbart
indlysende. Derfor kan det være svært ud fra det nedenstående at forstå betyd-
ningen af kriterierne.
Som det vil fremgå, er de valgte cases fra forskellige fagområder (og ikke
fra fysik). Der er 2 cases hvor matematik anvendes til konstruktion og 1 case
hvor matematik anvendes til at besvare spørgsmål. Vi mener, der er tale om
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væsensforskellige måder at anvende matematik på, hvad der skulle retfærdiggøre
påstanden om eksemplariske cases.
2.4.1 Hardy-Weinberg
Denne case omhandler Hardy-Weinberg ligevægtsloven inden for genetik. Den
udtaler sig om fordelingen af forskellige typer af et gen i en population. Den
fortæller dels, hvordan fordelingen vil være i ligevægt, og dels hvordan forløbet
hen mod ligevægt bliver. Inden den matematiske formulering af ligevægtsloven,
var der blevet fremsat mere kvalitativt betonede og delvist modstridende teorier.
Der er altså tale om at anvende matematik til at svare på spørgsmål. An-
vendelsen af matematik opløser et stridsspørgsmål, så vi mener der er tale om
en væsentlig og overraskende anvendelse.
Den anvendte matematik er sandsynlighedsregning, og fagområdet er ele-
mentær genetik. Begge dele kan beherskes med en overkommelig indsats.
Emnet er forholdsvist ukendt for gruppen.
2.4.2 JPEG-algoritmen
Her er der tale om en algoritme til komprimering af digitale billeder. Det er ikke
overraskende, at komprimering involverer matematik. Men i JPEG-algoritmen
indgår en overraskende anvendelse af matematik til at foretage komprimering
med tab som ikke kan opfattes af det menneskelige øje.
Her anvendes matematik til konstruktion baseret på en matematisk beskriv-
else af øjets funktion. Som i alle komprimerings-algoritmer er matematikken
nødvendig.
Den anvendte matematik er diskret fourier transformation og entropibaserede
koder. Det kræver lidt større indsats at beherske disse 2 områder end i tilfældet
Hardy-Weinberg. Til gengæld er fag-området digitale billeder let tilgængeligt.
Emnet er helt ukendt for gruppen.
2.4.3 Planetariet
Overskriften henviser til Planetarie-bygningen i København, der er udformet
som en cylinder afskåret med en skrå plan som tag. Problemet er her at kon-
struere en karton-model af bygningen.
Her anvendes matematik til konstruktion af fysiske objekter. Matematikken
er nødvendig men anvendelsen er ikke overraskende eller ukendt i sædvanlig
forstand. Til gengæld er der tale om den vigtigste anvendelse af matematik
gennem tiderne.
Den anvendte matematik er Euklid's geometri og analytisk geometri. Fag-
området er det fysiske rum.
2.5 Analysemetode
Som nævnt tidligere er vores overordnede mål med projektet at undersøge hvor-
dan det kan være at matematik ofte viser sig utrolig effektiv overfor mange
problemstillinger som stammer fra andre fagområder end matematik. Ligeledes
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har vi snakket om, at vi har lagt os fast på tre forskellige cases som til dels er
udtryk for forskellige måder at anvende matematik på.
Vi vil meget gerne belyse hvad det er der gør matematikken så effektiv i
disse cases, men det vil nok være naivt at tro at matematikken altid har præcis
samme rolle. Derfor er vi nødt til at kigge på de forskellige cases hver for sig
og for hver case at undersøge, ikke bare matematikkens rolle, men samspillet
mellem matematik og problem.
Den information vi egentlig ønsker os fra hver enkelt case er hvordan den
forholder sig til problemformuleringen. Har vi disse informationer vil vi til sidst
kunne holde dem sammen og konkludere på vores projekt. Imidlertid er det
ikke fuldstændig indlysende hvordan man skal gribe an at få svar på et sådan
spørgsmål, specielt ikke når vi har cases, der tydeligvis er opbygget fuldstændig
forskelligt og som derfor ikke kan forventes at have samme forhold imellem
matematik og øvrigt indhold. For at lette vores arbejde vil vi derfor forsøge at
udarbejde nogle delspørgsmål som tilsammen kan gøre det ud for, og svare på,
problemformuleringen.
Problemformuleringen overført til den enkelte case udtrykker et ønske, om
at undersøge hvad det er i denne case, der gør at man med så stor succes kan
anvende matematik. Der kan stilles mange interessante spørgsmål til en sådan
case, som kan give stor indsigt i hvor meget matematikken betyder, hvordan
matematikken er kommet ind i casen osv., men vi vil nøjes med en meget be-
grænset udspørgen. Der hvor vi har vores interesse, er jo netop omkring hvad det
er, der gør det muligt at anvende matematikken, altså hvorfor netop matematik
kan bruges i et samspil. Af denne indstilling til analysen udspringer en opdeling
af problemformuleringen i to spørgsmål.
Det første handler om casens faglige indhold udover matematikken, da det
må forventes, at dette på en eller anden måde lægger op til anvendelsen af
matematik. Det andet spørgsmål handler tilsvarende om matematikken, idet
det går på hvad det er ved matematikken som gør den interessant overfor casen.
Hertil et underspørgsmål der går på, hvor det er, at matematikken virkelig
rykker ved casen. Inden vi kommer til at svare på disse spørgsmål vil vi dog
gerne prøve at overveje hvad det er ved denne case der får os til at konkludere, at
matematikken virker. Selvom dette ikke direkte indgår som et spørgsmål i vores
problemformulering, er det nødvendigt at besvare for at fortsætte diskussionen.
• Hvad vil det sige i denne case, at matematikken 'virker'?
• Hvilke egenskaber besidder casens ikke-matematiske side, som gør det muligt
for matematikken at bidrage?
 Eller er det interaktionen mellem de to, der skaber noget 'nyt'?
• Hvilke egenskaber besidder matematikken, som gør den attraktiv at an-
vende?
 Hvor er det, indenfor casen, der sker kvantespring som følge af matem-
atikkens anvendelse?
Ved at besvare disse spørgsmål for de forskellige cases skulle vi gerne få et
tydeligt billede af, om det er det ene eller det andet fag, eller samspillet, vi skal
give æren for succesen. Dette vil hjælpe os til at se, om der kan siges noget
generelt, eller i det mindste til at kunne give nogle eksempler på, hvad der kan
være i spil i nogle tilfælde.
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Kapitel 3
Cases
Som nævnt i forrige kapitel endte vi med tre cases: Hardy-Weinberg ligevægt-
sloven, JPEG-algoritmen, og Planetariet. I dette kapitel vil vi give en intro-
duktion til hver af casene (både den matematiske del og det andet fag). For
det andet fag vil denne naturligvis ikke være 100% dybdeborende, men den vil
være grundig nok til, at man forstår casen, og de dele af det pågældende om-
råde der angår denne. Vi vil desuden redegøre for matematikken, som indgår
i den respektive case, og i et vis omfang redegøre for udledningen af matem-
atikken i den. Endelig vil der være en del-konklussion for hver case, hvor vi vil
besvare de tre analyse-spørgsmål (Hvad vil det sige, at matematikken virker?
Hvilke egenskaber besidder casens ikke-matematiske side, som gør det mulig for
matematikken at bidrage? Hvilke egenskaber besidder matematikken, som gør
den attraktiv at anvende?).
3.1 Case: Hardy-Weinberg ligevægtsloven
3.1.1 Mendel og Genetikkens begyndelse
Gregor Mendel var en munk og betragtes som faderen til moderne genetik. Efter
at have afsluttet sin uddannelse på universitetet i Wien, vendte han tilbage til
klosteret i Brno (Tjekkiet) for at undervise primært i fysik, men drevet af samti-
dens opdagelser (hvorunder han nævner Kölreuter, Gärtner, Herbert, Lecoq,
Wichura etc [Mendel, 1902, s. 40]) af den slående regularitet hvori en given
plantehybrid (krydsning mellem to planter) altid indtræffer, når man befrugter
visse arter, besluttede han sig for at forsøge at undersøge sagen til bunds ved
at studere afkom fra plantehybriderne og forskellige krydsninger af dem. Som
Mendel nævner allerede i tredje paragraf af sin artikel fra 1865, at trods mange
samtidige studier har kunnet bekræfte denne regularitet "not one has been car-
ried out to such an extent and in such a way as to make it possible to determine
the number of different forms under which the offspring of the hybrids appear,
or to arrange these forms with certainty according to their separate generations,
or definitely to ascertain their statistical relations."[Mendel, 1902, s. 41]. Hans
studie strækte sig over otte år og omfattede mindst 16.000 ærteplanter (af arten
Pisum sativum), samt alle frøene (ærterne) deraf, i op til seks generationer for
den længste forsøgsrække. Studiet gik på at undersøge individerne iforhold til
et udvalgt sæt af karaktertræk, der ville være "lette"at bestemme med udstyret
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tilrådighed: 1) Formforskelle af modne ærter; 2) Farveforskelle af væsken i de
modne ærter (endosperm); 3) Farveforskelle af hinden omkring ærten; 4) Form-
forskelle af modne ærtebælge; 5) Farveforskelle af umodne ærtebælge; 6) Po-
sitionsforskelle af ærteblomsterne; 7) Længdeforskelle af ærtestængel. [Mendel,
1902, s. 45] I sine eksperimenter afdækkede han en række væsentlige kends-
gerninger for det første, at med hensyn til disse udvalgte karaktertræk når man
krydser planterne. Afkommet bliver ikke et rent mix imellem forælderarterne
[Mendel, 1902, s.51], men derimod er der en tendens til, at visse karaktertræk
fra forældrene træder igennem distinkt mens andre forbigåes. Ligeledes fandt
han, at det ingen rolle spiller, hvilken af forældrene der bidrager med hhv.
pollenspore og ovarier. Eksempelvis fandt han, at ved en parring mellem en
ærteplante med høj stængel og en med lav vil afkommet tendere mod en høj
stængel (særligt opdagede han, at hvis højdeforskellen mellem de to forældre
var stor, vil afkommets stængel være højere end den højeste af forældrene).
Men tager man så denne hybrid og laver afkom udfra, vil afkommet igen kunne
udvise høj og lav som den oprindelige forældergeneration. Udfra disse betragt-
ninger kommer Mendel med sit første bidrag: Dominante træk, er de træk der
overføres helt eller næsten uforandret til afkommet ; Recessive træk, er de træk
der forbliver latente i processen [Mendel, 1902, s.51]. I hans opdagelsesrejse
gennem den fundamentale genetik stødte han på flere lovmæssigheder, og hans
ræsonnementer blev yderligt raffinerede for hver gang. F.eks opdagede han ved
første generation efter hybriderne (F1), at der etablerede sig en klar 3:1 ratio af
individer, der udviste dominerende træk kontra recessive træk, uanset hvilket af
de udvalgte træk han studerede. Ved næste generation (F2) opdagede han dog,
at ud af gruppen der udviste dominante træk i F1, havde 2/3 af dem avlet F2
afkom, der igen havde 3:1 ratio for de dominerende træk, mens kun den sidste
1/3 avlede individer med konstant dominerende træk [Mendel, 1902, s.55]. Den
sidste gruppe betegnede Mendel som true-breeding og den første 2/3 som non-
true-breeding. Det vil sige, at hvor vi i første omgang anså F1 generationen for
at være 3:1 med dominante træk, kan vi nu anskue det bedre som 1:2:1 true-
breeding dominante kontra non-true dominante kontra true-breeding recessive
individer. Notationsmæssigt betyder det, at vores forståelsesramme er blevet
ændret fra en sort-hvid opdeling i dominante og recessive karaktertræk, til at
indbefatte dominante træk der har latente recessive træk.
Generation
F1
D : r
3 : 1
AA : Aa : aa
1 : 2 : 1
Hvor A er udtryk for det dominerende træk, og a er udtryk for det reces-
sive træk. Baseret på denne opdagelse forestillede Mendel sig en population-
sudvikling med udgangspunkt i F1. For nemheds skyld forestiller vi os at hver
generation har lige stor fertilitet, får 4 afkom én gang i deres levetid en af gangen
og, at de er selvbefrugtende (sidste kriterie gør forestillingen lidt indsnævret).
Vi kan da opstille følgende skema for udviklingen i populationen gennem n gen-
erationer.
Deraf ser vi inddirekte at trods individer med "dominerende træk"optræder i
3:1 i en befolkning, vil udviklingen aldrig medføre, at individerne med dominerende
træk vil udgøre hele populationen.
Mendel lavede også en forsøgsrække for at bestemme om karaktetræk in-
fluerede på hinanden som i et slags indbyrdes afhængighedssystem. Metoden
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Figur 3.1: Mendel's skema for populationsudvikling ved selvbefrugtning. Istedet
for Mendel's A, bruger vi her notationen AA. [Mendel, 1902, s.58]
Ratio
Generation AA Aa aa AA Aa aa
1 1 2 1 1 2 1
2 6 4 6 3 2 3
3 28 8 28 7 2 7
4 120 16 120 15 2 15
5 496 32 496 31 2 31
n 2n − 1 2 2n − 1
var at avle nogle hybrid-planter udfra en plante, der udviste to homozygot1
dominante træk (i dette tilfælde rundt-formede ærter med gul indvendig væske
- notation AABB), og en plante der udviste to recessive træk (kant-formede
ærter med grøn indvendig væske - aabb) [Mendel, 1902, s. 60]. Af afkommet fra
hybrid-planterne (notation AaBb) fandt Mendel, at de delte sig i fire typer: 1)
runde og gule; 2) runde og grønne; 3) kantede og gule; 4) kantede og grønne i
forholdet ca. 9:3:3:1. Matematisk set kan vi bemærke, at forholdet 9:3:3:1 kan
tolkes som produktet af (3 : 1)x(3 : 1), og dermed er det et inddirekte bevis for
den statistiske uafhængighed af flere proportionerne for flere karaktertræk.
Genetikkens begrebsverden
Mendel opdagede mange ting under sin forskning, men fra han publicerede sine
resultater gik der alligevel godt 35 år, før det blev taget op i andre forskn-
ingsmiljøer. Siden da har vi fået bedre kendskab til Genetikken som fag. Særligt
har vi idag fået en forståelse for distinktionen mellem fænotype og genotype:
genotype refererer til en organismes genetiske opsætning, som den er nedarvet
fra forældrene, mens fænotype referer til observeret variation af et givent fy-
siologisk eller morfologisk træk ved organismen [Griffiths et al., 2008, kap.1].
Genotyper foranlediger en bestemt fænotype, men selvfølgelig kræver det, at
visse betingelser er opfyldt i organismens miljø  f.eks kan en ærteplante ikke
vokse sig høj hvis der ikke er næring i dens miljø.
Lad os kort illustrere hvad vi taler om, når vi taler gener
På den højeste skala af illustrationen har vi en organisme, i dette tilfælde
et menneske. Mennesket er en diploid organisme, dvs vores genetiske arvema-
teriale (vores genom) er nedfældet i n ensartede (homologe) kromosompar og
vi har dermed 2n (46) enkelte kromosomer i hver af vores celler. Et kromosom
er en særlig struktur der ligger i cellekernen og indeholder vores DNA-streng
foldet omkring sig selv på mange måder og bundet til visse strukturbevarende
molekyler. Der findes også polyploide organismer, f.eks. bananer eller endda hap-
loide organismer der kun har ét sæt kromosomer, som f.eks. Myrmecia pilosula,
en australsk myreart [Bennett, 1998].
Et gen er et område på et kromosom, et locus, der er blevet identificeret
1homozygot er betegnelsen der dækker når de to alleler koder for samme gen, imens het-
erozygot bruges når de to alleler koder for forskellige gener. Homo og hetro betyder henholdsvis
ens og forskellig, imens zygot betyder forenet.
12
IMFUFA KAPITEL 3. CASES
Figur 3.2: Denne trinvise forstørrelse fra menneske til gen giver indblik i, i
hvilken sammenhæng gener indgår. [Griffiths et al., 2008, s.14]
som determinerende for en given fænotype. Et allelt gen (oftest blot kaldt et
allele [Sørensen et al., 2002, s.114]) er en udgave af et gen, der giver en bestemt
variant af tilhørende fænotype. Man kan også forstå det som, at ethvert givent
kromosom er en opskriftsamling, der i en lang sekvens indeholder alle opskrifter
der skal til for at lave en given organisme. Et gen er en opskrift, der starter et
givent sted på kromosomet, og slutter når opskriften er færdig. Alleler kan så
tolkes som ingredienser i opskriften, som det "er tilladt"at skifte ud med noget
andet for at give variation.
Vi har i afsnittet om Mendel ovenfor brugt notationen AA til at stå for de to
allele gener, der bevirker en fænotype af dominant karakter. En notationsform,
der vinder indpas er formen "A/A", det er primært af pædagogiske årsager for
at tydeliggøre, at de to allele gener altså ikke optræder "sammen"på et enkelt
kromosom, men er at finde "samme sted"på hvert kromosom af det homologe
kromosompar.
Figur 3.3: Illustrering af genotypen Aa
Via Mendel's undersøgelser ved vi også, at der under dannelsen af kønsceller
sker en tilfældig spaltning af de to allele gener. Hvis individet er heterozy-
got dominant, Aa, så vil det enten være den recessive eller dominante del, der
bidrages med i den færdige kønscelle (gamete). Hvis derimod individet er ho-
mozygot dominant, AA, ser vi, at kønscellen i begge tilfælde må indeholde det
dominante allel. Kigger man på flere karaktertræk ad gangen, f.eks. n allele træk,
vil det give mulighed for 2n forskellige gameter: AaBb −→ AB : Ab : aB : ab.
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3.1.2 Fra Hardy og Weinberg til Hardy-Weinberg
Omtrent 40 år efter Mendels publicering, og i en tid hvor Mendel igen var
blevet populært emne, fandt Hardy og Weinberg frem til det der idag kendes
som Hardy-Weinberg loven. Vi vil her beskrive, hvordan det gik til.
Wilhelm Weinberg (1862-1937)
Weinberg var en tysk læge som i Januar 1908 publicerede sin artikel, Über den
Nachweis der Vererbung beim Menschen (On the Demonstration of Heredity
in Man). Den beskriver hans forskning i populations- og anetavlemønstre for
tvillinger i den tyske by Württemberg. Den findes i en engelsk oversættelse i
Weinberg [1963]. [Edwards, 2008]
Fra starten af hans artikel [Weinberg, 1963] introducerer Weinberg os for en
række betragtninger, som er vigtige for en korrekt forskningsmetode i human-
genetik. For det første bidrager en anetavle for en familie med et overblik over
puljen af forfædre, der kan være mulige faktorer for visse karaktertræk af en
efterkommer. Dernæst skal man (som Mendel også har erfaret) indse, at der er
ingen kontinuitet med hensyn til alle forfædrene, og alle de karaktertræk der
optræder. Samt at betydningen af Mendels lov om kønscelledannelse (at celler's
arvemateriale splittes vilkårligt i kønsceller, nAa splittes til nA og na) strin-
gent set indebærer, at hvert trin mod tidligere generationer i anetavlen halverer
sandsynligheden for, at et karaktertræk er nedarvet af en given forfader, og at
store dele af anetavlen dermed kan ignoreres ved studiet af individuelle geners
nedarvningsmønster.
Som læge var det hovedsageligt mennesker, der var udgangspunktet for hans
interesse/forskning i genetik. Med mennesker som genstandsområde, bemærker
Weinberg, hører der sig en række komplikationer, når det gælder genetiske studi-
er: 1) Studiet af menneskelig arvelighed må være i form af evaluering af udvalgte
træk, som livet har tildelt dem. Man kan ikke lave fremavlseksperimenter, som
man kan på planter og dyr. 2) Statistiske metoder på massefænomener må træde
istedet for eksperimenter; 3) Som et menneske, der studerer andre mennesker,
er man underlagt samme tidsramme. En forsker kan kun erfarere en brøkdel
af den genetiske udviklingshistorie der knytter sig til bare to generationer, og
interview af én generation om tidligere generationers træk er stærkt upålideligt
data. 4) Trods de bedste dokumentariske stamtavler er at finde for kongehuse,
opfylder disse populationer ikke kriteriet om at være "tilstrækkeligt store"eller
at være udtryk for tilfældig parring; 5) Antropologiske og patologiske studier er
den bedste indgangsvinkel, man har som genetiker til at få indblik i menneskets
genetiske sygdomsmønstre.
Til Weinberg's held slap han for at skulle optrevle de mange optegnelser af
familiesammensætninger selv, da familieregisteret i Württemberg tilbød adgang
til dets information. Dermed havde Weinberg et udgangspunkt, som omfattede
den demografiske historie af familiehusstande og deres forbindelse med forfædre
og efterkommere. Han påpeger, at trods det er sandt, at unøjagtigheden af
materiale der er fremskaffet ved menneskestudier, kan korrigeres ved hjælp af
passende metoder, er der stadig væsentlige vanskeligheder.
I modsætning til plante- og dyre-studier i genetik hvor man oftest er istand
til at etablere ratioer baseret på observation af nulevende individer, er man i
tilfældet med mennesker nødsaget til at etablere ratioen mellem forfædre og
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sideslægtslinjer dertil. Han kritiserer det genetiske forskningsmiljø primært for
at have lavet fejl i deres forsknings metoder i Genetik og, at det er årsagen til
det foregående årtis manglende gennembrud på området. F.eks. har der været
metoder, der søgte at finde sygdomsmønstre udelukkende ved at kigge på de
sygdomsramte individer i en familieslægt. Derved skabte de meget ufuldstændige
anetavler. Modsat har der også været metoder, der byggede på den holdning,
at kun meget omfattende og detaljerede genealogiske tabeller kunne bidrage til
en forståelse af arvelighed. Weinberg pointere to fejl ved denne metode: For
det første en forglemmelse af betydningen af kønscelledannelse samt forskellige
grader af slægtskab. For det andet, at genealogiske tabeller vil udvise en vis
skævhed imod f.eks mentalt syge individer, da reproduktion oftest er selektiv
imod denne gruppe, således at man sjældent finder mentalt syge individer af
mentalt syge forældre [Weinberg, 1963, s.7].
Weinberg indså, at for bedst at opnå bedre indsigt i teorien om arvelighed
i mennesker, måtte han udvælge en kvalitet, som hovedsageligt er bundet til et
bestemt køn. På det tidspunkt var der kun få karaktertræk, der var formodet
at være kønsbundne. Heriblandt var hæmofili2 og farveblindhed, som var anset
for at være bundet til mænd. Weinberg argumenterer dog, at i nyere tid var det
blevet diskuteret, om den manglende opdagelse af disse træk hos kvinder ikke
blot skyldtes forskellige sociale mønstre som ikke gav anledningen til opdagelsen
af disse træk ligeså hyppigt hos kvinder.
Et træk der dog er entydigt kønsbundet, er evnen til at føde heterozygote
tvillinger fra to æg-celler [Weinberg, 1963, s.9]. Manden har her kun rollen som
latent bærer af det givne karaktertræk. Det er et karaktertræk hvori kvinden
siden barndom bærer rundt på et hyppigere antal æg end normalen, og ved
voksenliv vil tendensen til ægløsning med to æg-celler derfor være hyppigere.
Weinberg kunne påvise at hyppigheden af påfølgende tvillingefødsler er større
blandt kvinder, som allerede har født tvillinger, end blandt den totale popu-
lation af kvinder. Hyppigheden viste sig at være 1/30 fødsler for kvinder der
allererede har haft tvillinger mod 1/75 fødsler blandt Württembergs population
som helhed. Baseret på yderligere 400 cases med multiparous kvinder (kvinder
som har bragt mere end ét barn ved fødsel), bestemmer Weinberg hyppighe-
den for efterfølgende multiparous fødsler til hhv. 1/19, 1/13 og 1/3 for mødrene
til hhv. trilinger, firlinger og femlinger. Dernæst kunne han også påvise en di-
rekte korrelation mellem hyppigheden for multiparousity for en bestemt kvinde
i forhold til den sammenlagte hyppighed udgjort af kvinden, søstre og døtre.
Blandt disse pårørende stiger hyppigheden for multiparousity til omkring det
dobbelte [Weinberg, 1963, s. 10].
Weinberg vidste, at der ikke var tale om et træk, der blot overførtes lineært
fra generation til generation, hvor datterens træk til at føde tvillinger var halvt
så stort som moderens. Med sit kendskab til Mendeliansk genetik spekulerede
han, om ikke evnen til multiparous fødsler kunne være et Mendeliansk træk af
enten dominant, recessivt eller jævnbyrdig karakter. Han besluttede sig for, at
det formentlig var tilfældet og, at det var værd at undersøge nærmere. Nu var
Mendel's genetik jo baseret på forsøg med selvbefrugtende (indavlede) planter,
og Weinberg har tidligere påpeget, at det er ikke tilfældet med mennesker.
Ligeledes påpeger Weinberg, at givet karakteren af dette specielle træk ved kvin-
der, kan man heller ikke formode, at der sker nogen form for selektion iforhold
2En blødersygdom hvor blodet ikke størkner ved blødninger.
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til individer med dette træk. Vi antager dermed en population, hvor tilfældig
parring (panmixia/panmixis) virker.
Hvis vi bruger Ã og ã som notering for fænotyper af henholdsvis dominant og
recessivt træk, og bruger genotyperne AA,Aa, aa for hhv. dominant homozygot,
dominant heterozygot og recessivt homozygot. Hvis vi da antager, at populatio-
nen vi kigger på udgøres af m mænd og kvinder af genotype AA og n af typen
aa og, at der er panmixia. Fordelingen i datter-generationen vil da være givet
ved:
(mAA+ naa)2 =
m2
(m+ n)2
AA+
2mn
(m+ n)2
Aa+
n2
(m+ n)2
aa
og hvis m+ n = 1
m2AA+ 2mnAa+ n2aa
[Weinberg, 1963, s. 11]
Fortsætter vi til anden generation, dannet ved panmixis af den første gener-
ation, har vi denne fordeling af typer:
m2 ·m2(AA×AA) = m4AA
2 ·m2 · 2mn(AA×Aa) = 2m3nAA+ 2m3nAa
2 ·m2 · n2(AA× aa) = 2m2n2Aa
2mn · 2mn(Aa×Aa) = m2n2AA+ 2m2n2Aa+m2n2aa
2 · 2mn · n2(Aa× aa) = 2mn3Aa+ 2mn3aa
n2 · n2(aa× aa) = n4aa
hvor vi på venstre side har kombination af mand og kvinde fra første generation,
og højre side illustrere de resulterende genotyper i anden generation. Fordelingen
af de tre genotyper i anden generation kan da omskrives til:
AA : m2(m+ n)2
Aa : 2mn(m+ n)2
aa : n2(m+ n)2
Fordelingen af de tre genotyper i anden generation er dermed lig med fordelingen
fra første generation, og enhver efterfølgende generation der opfylder panmixis.
Dette resultat er hvad vi idag kender som Hardy-Weinberg ligevægtsloven,
men Weinbergs artikel slutter ikke der. Hans primære motivation var ikke påvis-
ningen af ligevægte på populations-plan, men en karakterisering af det multi-
parous træk af kvinder. Den Mendelianske arvelighedslov har vist sig at være et
godt redskab i denne process. Hans sidste trin består i at opstille ligninger for
sandsynligheden for, at henholdsvis forældre, børn og søskende er multiparous
givet, at man kender én kvindes træk. For at følge Mendeliansk teori skal han da
gøre sig en antagelse, om hvorvidt trækket til multiparous fødsler er dominant
eller recessivt.
Ved indsætning af sine statistisk afledte brøkdele, samt sammenligning med
observerede antalsbestemmelser når Weinberg slutteligt frem til at antagelsen
om at den multiparous egenskab er et recessivt Mendeliansk træk, passer bedst
overens med de faktiske observationer. Og han får understreget sin pointe: At
man godt kan få en indsigt i naturen af menneskelige nedarvningsmønstre ved
at vælge passende undersøgelsesmetoder.
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For A dominant For A recessivt
Forældre til A: (1 +mn)A : n2a mA : na
Børn til A: (1 +mn)A : n2a mA : na
Søskende til A: (4(1 +mn) +mn2)A : n2(3 + n)a (1 +m)2A : n(3 +m)a
Godfrey Harold Hardy (1877-1947)
Kigger vi fra Weinbergs artikel til Hardys', ser vi, at de har vidt forskellige
udgangspunkter. Som nyansat lektor ved Trinity College, Cambridge og forelæs-
er i "Pure Mathematics", var det blot på foranledning af en kollega, Reginald
Punnett (ven og tæt kollega til William Bateson der var hovedkraften i at bringe
Mendels publikationer ud til den engelsksprogede verden), at Hardy kastede sig
over problemet, der for ham fremstod klart matematisk. I en tidligere artikel,
der var blevet bragt i tidskriftet Science, var det blevet postuleret som kritik af
Mendeliansk lære, at hvis lidelsen Brachydactyly (forårsagende korte fingre og
tæer) var et dominerende træk, ville man over tid følgeligt se dette træk bevæge
sig mod 3:1-ratio i forhold til normale individer.
Det skal siges, at Hardy anses for tilhørende gruppen af hans samtids top-
klasse af matematikere, og en stor drivkraft for implementeringen af den kon-
tinentaleuropæisk matematiske skrive-rigiditet i det engelske matematik-miljø
samt udviklingen indenfor talteori som forskningsområde.
For at bevise fejlslutningen, gør Hardy sig nogle antagelser med hensyn til
situationen:
1. Vi antager at de Mendelianske træk AA,Aa og aa optræder i forholdet
p : 2q : r.
2. Antallet af dem er så stort, at vi kan antage tilfældig parring.
3. Kønnene er ligefordelt på de tre varianter, ligesom de har lige stor fertil-
itetsevne.
Han går herfra direkte over til at vise forholdet mellem genotyperne for den
næste generation af populationen:
(p+ q)2 : 2(p+ q)(q + r) : (q + r)2
eller hvad der tilsvarende kan udtrykkes som p1 : 2q1 : r1. Under hvilke om-
stændigheder vil denne fordeling være lig med den foregående fordeling spørger
han nu sig selv, og når straks frem til at det må være når q2 = pr. Da vi samtidig
ser, at q12p1r1 er uafhængig af værdierne af p, q og r (mere om dette i afsnittet
om matematikken), så vil enhver efterfølgende generation forblive uforandret.
Han går derefter videre til at komme med to udregningseksempler, et hvor han
antager brachydactyly for dominerende, og et hvor han antager det for recessivt
 begge udvikler sig efter forskriften. Heraf indfører han konceptet om en stabil
fordeling  en fordeling p1 : 2q1 : r1 der opfylder betingelsen q21 = p1r1 [Hardy,
1908]. De vigtige betingelser for denne lignings sandhed er igen, at der er til-
fældig parring i populationen, fertilitetsevne er ligefordelt, og at karaktertrækket
ikke er kønsbundet.
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Mendel's 3:1 ratio Hvis vi går tilbage til afsnittet om Mendel og figur 3.1
side 12, så er det i første omgang interessant at 3 : 1 ratioen er en ratio mellem
fænotyper  altså organismers fysiske udtryk af et sæt gener. Mendel påpeger,
at 2/3 af de dominante udviste non-true breeding nedarvning, dvs. at genotypisk
anset, er 3:1 ratioen af dominante til recessive, i virkeligheden en 1 : 2 : 1 ratio
af AA : 2Aa : aa, hvori vi ser, at der ikke er tale om udbredelse af det dominante
gen. Mendel's tabel udvikler sig, som en venden tilbage til opdeling i homozygote
dominante og recessive, fordi den er funderet på udvikling via selvbefrugtning.
Hardy bemærker, at den ovennævnte ligevægt ikke manifesterer sig stringent
i en populationsudvikling [Hardy, 1908], at fra generation til generation vil der
findes små afvigelser (dels fordi ingen eksisterende population med rette kan
anses for uendeligt stor). Kriteriet for stabilitet i en populationsfordeling givet
ved p : 2q : r. I generationen derefter vil man ikke kunne genfinde p : 2q : r,
men istedet p′ : 2q′ : r′. Generationen derefter igen vil, som teorien foreskriver,
producere en stabil populationsfordeling, p2 : 2q2 : r2, men denne vil dog afvige
en smule fra den oprindelige p : 2q : r population. Han justerer derfor sit begreb
om stabilitet til at omfatte disse små evolutionsmæssige afvigelser fra generation
til generation  dermed har Hardy også reddet os tilbage til Darwin's begreb
om naturlig selektion.
3.1.3 Matematikken
Hardy og Weinberg blev dermed simultane opdagere af en lov i genetikken.
Loven forskriver, at hyppighederne af forskellige udgaver af et gen (alleler) er
konstante i en population, givet at:
1. Populationen består af mange organismer (teoretisk uendeligt mange, så-
ledes at stokastiske afvigelser, genetisk drift, ingen rolle spiller)
2. Parringer foregår tilfældigt
3. Alle organismer har samme overlevelsessandsynlighed og fertilitet
4. Der sker ingen mutationer
5. Der foregår ingen migration (ind- og udvandring)
Er forudsætningerne opfyldt, kan man for diploide organismer (for eksem-
pel en menneske population) udregne fordelingen af genotyper. Et hurtigt og
simpelt eksempel. Et givent genlocus omfatter to alleller, A og a, som findes i
hyppighederne (den relative andel) p og q (hvor p + q = 1), så findes der tre
mulige genotyper: homozygoten AA som har hyppigheden p2, heterozygoten Aa
med hyppigheden 2pq og homozygoten aa med hyppigheden q2.
Proportionerne p2, 2pq, q2 betegnes Hardy-Weinberg-ligevægten og kan brug-
es til beregning af de forventede genotypehyppigheder ud fra kendte allel-hyppig-
heder. Afvigelser fra Hardy-Weinberg-ligevægten kan f.eks. skyldes øget døde-
lighed for bærere af en given allel eller, at populationens individer er udsat for
selektion. Metoden anvendes hyppigt i populationsgenetikken, da den er relativt
ufølsom for afvigelser fra de ideale betingelser. Hvis en population kommer ud af
Hardy-Weinberg-ligevægten, fordi en af de fem ovenover nævnte betingelserne
ikke er opfyldt, kan den igen komme i ligevægt i løbet af en enkel generation,
såfremt betingelser atter er opfyldt.
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Eksempel:
Vi antager, at der i den danske befolkning er f.eks. 64% blå øjne (64 er blot
valgt, for at gøre matematikken pænere, som en lille notits kan det dog nævnes,
at 64 ofte ser ud til at blive valgt til at illustrere eksempler på ligevægstloven
uanset emnet). Hvis der er Hardy-Weinberg ligevægt, så vil q2 = 0.64 (valget
af hvad der er p og q er ikke vigtigt i dette eksempel), da er q = 0.8 og p = 0.2.
Dvs. at 80% af generne for øjenfarve er for blå øjne og 20% for brune. Endvidere
er p2 = 0.04 og 2pq = 0.32, så vil der kun være 4% homozygotisk brun øjede i
Danmark, og 32% - altså 8 gange så mange - heterozygotisk brun øjede. Dette
forhold kommer endnu tydeligere til udtryk ved sjældne gener. For at sætte no-
gen tal på lad os antage, at recessive gener for visse alvorlige sygdomme udgør
under 0,5% af genpuljen. Da vil antallet af homozygoter i en befolkning på 5
mio. være under 125, mens der vil være 400 gange så mange raske bærere af
genet som heterozygoter. Det er derfor naivt at forestille sig, at man kan udry-
dde disse gener i befolkningen ved at forhindre homozygoterne i at forplante
sig.
3.1.4 Udledning af ligningerne
Lad os betragte en population med 2 alleler A og a, da vil der være 3 genotyper
AA (dominerende), aa (recessive) og Aa (heterozygotiske) med fordelingen P ,
Q og 2R for generation 0. Vi kender ikke umiddelbart P , Q og R, dog ved vi at
P + 2R +Q = 1 for den samlede befolkning, men de mulige parringer og deres
afkom kan fås ud fra den følgende tabel. Dog ud fra den betragtning, at de er
tilfældige, og befolkningen er tilstrækkelig stor.
Individuelle Barn
Far x Mor Samlet AA1 Aa1 aa1
AA x AA P 2 P 2 − −
AA x Aa 2PR PR PR −
AA x aa PQ − PQ −
aa x AA QP − QP −
aa x Aa 2QR − QR QR
aa x aa Q2 − − Q2
Aa x AA 2RP RP RP −
Aa x Aa 4R2 R2 2R2 R2
Aa x aa 2RQ − RQ RQ
Fordelingen for hver af de tre genotyper i den nye generation vil da være3
AA1 : P1 = P 2 + 2PR+R2 = (P +R)2
aa1 : Q1 = Q2 + 2QR+R2 = (Q+R)2
Aa1 : 2R1 = 2PR+ 2PQ+ 2QR+ 2R2 = 2(P +R)(Q+R)
Vi har hermed fået udtrykt genotype-fordeling i den nye generation ud fra
genotype-fordelingen i generation 0. Hvis allele-sandsynlighederne for A og a
i generation 0 er p og q med p+ q = 1, gælder der altid:
p = P (1/1) + 2R(1/2) +Q(0/1) = P +R
q = P (0/1) + 2R(1/2) +Q(1/1) = Q+R (3.1)
3Ved AA1 skal forstås AA i 1. generation efter AA
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(indses ved at først at udvælge et individ; dernæst udvælge et allele). Indsættes
dette i foregående ligninger fås da:
P1 = p2
Q1 = q2
2R1 = 2pq
(3.2)
Vi ser altså, at genotype-fordelingen i den nye generation kun afhænger af allele-
hyppighederne i generation 0 (og altså ikke af genotype-fordelingen). Dernæst
finder vi allele-hyppighederne p1 og q1 i den nye generation ved at anvende (3.1)
på den nye generation og indsætte (3.2):
p1 = P1 +R1 = p2 + pq = p(p+ q) = p
q1 = Q1 +R1 = q2 + pq = q(q + p) = q
Der gælder altså, at allele-hyppighederne ikke har ændret sig. Derfor vil
genotypefordelingen i alle fremtidige generationer være den samme, da genotype-
fordelingen som udtrykt i (3.2) kun afhænger af allele-hyppighederne. Vi man-
gler nu kun at finde betingelsen for, at generation 0 har ligevægts-fordelingen
givet ved (3.2). Bruger vi den sidste af de 3 ligninger i (3.2) på generation 0,
fås ligevægts-betingelsen R = pq. Indsættes dette i (3.1) ses det let, at også de
2 første ligninger i (3.2) er opfyldt. Man kan også kvadrere betingelsen R = pq
og indsætte p2 = P samt q2 = Q, hvorved ligevægts-betingelsen kan udtrykkes
alene ved genotype-hyppigheder:
R2 = PQ (3.3)
Generalisering for mere end 2 alleler
2-allele tilfældet er en binomial fordeling af
(p+ q)2 (3.4)
og et tre-allele tilfælde ville blot være
(p+ q + r)2 = p2 + r2 + q2 + 2pq + 2pr + 2qr (3.5)
Mere generelt vil der for mere end 2 alleller A1, . . . , Ai givet frekvenserne p1 til
pi gælde
(p1 + . . .+ pi)2 (3.6)
Givet for alle homozygoter
F (AiAi) = pi2 (3.7)
Og for alle heterozygoter
F (AiAj) = 2pipj (3.8)
3.1.5 Afvigelser fra Hardy-Weinberg ligevægten
Populationsstørrelse
Såfremt en population er meget lille vil den sjældent være i ligevægt, dette
skyldes, at små populationer logisk nok er mere følsomme over for tilfældigheder.
Fordelingen AA = p2, Aa = 2pq, og aa = q2 er den forventede fordeling. Den
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reelle fordeling kan netop på grund af tilfældighed være noget anderledes. Når
man f.eks. kaster en mønt 100 gange, får man sjældent plat og krone 50 gange
hver. Dog vil den reelle fordeling komme nærmere desto større population er,
dvs. at hvis der i forgående eksempel kun var 100 individer, ville det være
mindre sandsynligt at præcis 64% af dem havde blå øjne, end hvis der var 6
millioner. Denne forskydning i fordeling af genotyper kaldes også genetisk drift,
og kan i yderste konsekvens betyde, at et sjældent allel går tabt. På grund af
tilfældighederne kan genfrekvensen fra en generation til den næste forrykkes
mere og mere, således at f.eks. frekvensen for den ene allel (p) bliver gradvis
større, mens frekvensen for den anden allel (q) dermed bliver tilsvarende mindre.
Ikke-tilfældig parring
Såfremt vi i det nævnte tilfælde ovenfor antager, at individer kun parre sig,
med afkom som resultat, med en person med samme allel, dvs. at parringen
ikke længere er tilfældig, da fås en helt anden fordeling i næste generation, der
ikke længere er i Hardy-Weinberg-ligevægt. Tag et eksempel med 100 individer,
fordelt som i eksemplet. De 64 med blå øjne vil da få 64 børn, alle med blå øjne,
og genotypen AA (AA x AA). Tilsvarende vil de 4 homozygotisk brun øjede
få 4 børn alle med homozygotisk brune øjne og genotypen aa (aa x aa). Når
de resterende 32 heterozygotiske brun øjede parrer sig (Aa x Aa) fås en 1:2:1
udspaltning, og der vil derved være 8 blå, 16 heterozygotiske brun øjede og 8
homozygotisk brun øjede. Det samlede resultat af den allel betingede parring
er derfor, at der kommer 72 blå øjede, 16 heterozygotiske brun øjede og 12
homozygotisk brun øjede. Genfrekvenserne er stadig p = (2 ·72+16)/(2 ·100) =
0.8 og q = (2 · 12 + 16)/(2 · 100) = 0.2 Genfrekvenserne er dermed ikke ændret,
men da den forventede fordeling var givet ved p2, 2pq, og q2, er population ikke
længere i Hardy-Weinberg-ligevægt, dog vil ligevægten indtræde igen allerede i
næste generation såfremt den tilfældige parring genoptages.
Overlevelse og fertilitet
Såfremt visse genotyper i afkommet er mere levedygtige end andre, vil AA = p2,
Aa = 2pq, og aa = q2 forskydes. Omvendt kan det betyde at selektion ikke har
fundet sted, hvis population er i Hardy-Weinberg-ligevægt. I et tænkt eksempel
med baggrund i den ovenfor nævnte kunne det tænkes, at brun øjede får færre
børn end blå øjede. I den yderste konsekvens ville der til sidst ikke være nogen
brun øjede tilbage i population overhovedet. Dog vil der gå lang tid og mange
generation før genet helt var forsvundet. Det kan diskuteres, om dette ikke er
den væsentligeste undtagelse, da Darwinisme og evolution netop siger og viser,
at den mest egnede overlever, og dermed indirekte, at der er forskel på fertilitet
og overlevelse. Disse ændringer tager dog som nævnt adskillige generationer, og
vil derfor på kortere havde en meget lille inflydelse.
Mutation
Finder der en mutation sted således, at forældrene ikke leverer de kønsceller,
som deres genotyper giver forventninger om, kan det betyde en forskydning af
Hardy-Weinberg-ligevægten. Mutationer forekommer dog under normale om-
stændigheder med så lav en hyppighed, at dette ikke har en praktisk betydning
21
3.1. CASE: HARDY-WEINBERG LIGEVÆGTSLOVEN 11. januar 2010
på kortere sigt. I forbindelse med selektion skal dog nævnes, at hvis en mutation
gør afkommet bedre eller dårligere egnet til overlevelse og reproduktion, spiller
mutationer en væsentlig rolle.
Migration
Migration er forholdsvis indlysende, i det tilfælde af at vi har får tilsat eller
fjernet et antal af blå eller brun øjede vil fordelingen ikke længere være i Hardy-
Weinberg-ligevægt, dog vil en ny Hardy-Weinberg-ligevægt opstå efter en gen-
eration, dog såfremt en ny migration ikke finder sted.
3.1.6 Analyse
Denne case har været interessant at arbejde med af forskellige årsager. For det
første fordi det var et historisk forløb og beskrivende for en periode der medførte
en strøm af ny forskning på området. I historisk forstand er det også interes-
sant at bemærke den tidslige afstand mellem begivenhederne  fra Mendel
til Hardy/Weinberg gik der ca 35 år, og fra Hardy formulerede loven, gik der
yderligere cirka 30 år, før man opdagede, at Weinberg også havde formuleret
den  indtil da gik den under navnet Hardy's law [Stern, 1943].
Overordnet kan vi se, at matematik her på en måde er en støttestok for
dette fagområdes problem, man kan tage to skridt på egen hånd, men så må
man lige støtte sig til fast grund. Dette ses allerede i Mendels forsøg. Hvis vi
ser bort fra det basale matematiske grundlag givet ved "evnen til at tælle", så
er næste niveau evnen at bruge brøkdele/proportionsforhold til at repræsentere
spørgsmål som: hvor stor en andel x udgør af y eller hvor stor en andel udgør x
af y, givet at 2/3 af x faktisk er y allerede. Mendel benytter proportionsforhold
som et statistisk værktøj til at identificere og bestemme de lovmæssigheder, han
finder i de forskellige forsøg  styrken i hans lovmæssigheder er givet ved de
propotionsforhold, han finder frem til.
Ligeledes gør det sig gældende for Weinberg, at han i første omgang, fra
fagområdets domæne er istand til at definere en række kvalitative elementer:
mænd, kvinder, børn, kvinder der føder flere børn af gangen, kvinder fra Würt-
temberg kommune, anetavler for familier, osv. For dernæst at bruge statistisk
matematik til at finde dele af udvalgte elementer og kunne sammenligne dem på
tværs af kategorier . Forblivende i det matematiske domæne og med en repræsen-
tationsmodel, der modsvarer de udvalgte kvaliteter, der ønskes belyst, er Wein-
berg istand til at bruge rent matematiske metoder (afhængige sandsynligheder,
forsimplingsantagelser) til at konstruere en numerisk prediktion af antallet af
hhv. mødre, døtre og søskende til en multiparous kvinde, som også er multi-
parous. Denne matematisk frembragte liste kunne han da sammenligne med
faktiske observationer, og afgørere om det udvalgte træk skyldtes et dominant
eller recessivt gen.
Hvad vil det sige at matematikken virker?
At matematikken virker kan i dette tilfælde ses ved, at vi med det matematiske
apparat, der er blevet givet, kan lave en prognose for et gens fremtidige popula-
tionsfordeling baseret på dets genotypes nuværende proportioner i samfundet.
Dette er underlagt, en række antagelser vi gør os, og som hvis antagelserne ikke
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er opfyldt, vil give populationsudviklinger, hvor denne matematiske fremstilling
ikke virker. Herunder de førnævnte antagelser om: 1) Uendeligt stor popula-
tionsstørrelse ; 2) Tilfældig parring (panmixia); 3) Ligefordeling af overlevelse
og fertilitet blandt individer ; 4) Lav hyppighed af genmutationer ; 5) Ingen
migration af stor andel af populationen. At matematikken virker kan allerede
ses ved Weinberg's egne undersøgelser omkring bl.a. tvilinger og senere hen
tuberkulose. Han opstillede først nogle modeller for hvad han observerede, og
derudfra kom han til matematiske resultater i form af statistiske proportioner.
Senere undersøgelser af andre alleler har ligevis bekræftet ligevægtsloven, f.eks
ved observationer, hvor der umiddelbart har set ud til at være en fravigelse, har
ligevægtsloven omvendt kunne hjælpe med at spore hvad der skyldtes afvigelsen.
Det skal dog bemærkes, at verden trods alt ikke opfører sig 100% som ligevægts
loven siger, da der næsten altid vil være en vis krænkning af en eller flere af
betingelserne, hvilket Hardy også gør opmærksom på i sin artikel.
Hvilke egenskaber besidder det andet fagområde som gør det muligt
for matematikken at bidrage?
Som det kunne ses fra Hardy's indgangsvinkel til sagen, var der en vis uov-
erenstemmelse imellem diverse genetister på den tid, om hvordan nedarvning
af træk egentlig fungerede. Umiddelbart kunne det virke naturligt nok, at et
dominerende allel med tiden helt ville erstatte et recessivt. Dog var der også
dem, der som Punnett, stillede spørgssmålstegn ved dette, da de kunne se i
omverden og statistikker, at der måtte være noget andet eller andre mekanis-
mer på spil. Samtidigt var der begyndt at komme flere og bedre statistikker for
sygdomme, fødselsrater, mm. hvilket gjorde det muligt at danne sig et overblik
over feltet og udpege områder, der kunne træde som genstand for matematiske
metoder. Det er trods alt en ting at tage en blodprøve, og ud fra den sige noget
om en enkelt patient eller sygdom, noget andet er at sammenligne data fra ad-
skillige patienter og sygdomme, og ud fra disse komme frem til en mere generel
konklusion. Samtidigt var der på baggrund af Mendel's teorier begyndt at være
en større forståelse af hvilke mekanismer, der virkede i organismer, og hvordan
disse interagerede. Hvis man f.eks. ikke havde vidst hvad en allel var, at der var
mere end en af disse, kunne det have været svært, eller ligefrem umuligt at sige
noget om hvad der foregik.
Hvilke egenskaber besidder matematikken som gør den attraktiv at
anvende?
Hardy-Weinberg ligevægten muliggør analyser af forskellige teoretiske såvel som
praktiske ændringer i en population. For at bruge et lidt ekstremt eksempel, er
der indlysende fordele i at kunne regne på effekten af, at 50% af alle mennesker
i en befolkning omkom, da dette ikke er en undersøgelse man kan udføre i
praksis. Sandsynlighedsregning, som der netop anvendes her, var på den tid
allerede en velkendt disciplin af matematikken, og i et hvert tilfælde hvor der
findes tilpas med tal eller ligefrem tabeller, vil matematikken i en stigende grad
havde noget at sige. Samtidig muligør tal og tabeller netop, at man kan regne
bagud og/eller ræsonnere sig frem til, hvad der skete tidligere i processen, og der
ud fra opstille parametre for hvad der sker. Der vil selvfølgelig i mange tilfælde
være en generel ide, om hvad der muligvis foregår, men denne vil med tiden
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enten kunne forkastes, bekræftes eller via forskellige ad hoc metoder ændres til
at blive en mere passende lov.
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3.2 Case: JPEG-algoritmen
Med udbredelsen af digitale billeder i 1980'erne opstod der hurtigt et prob-
lem. Digitale billeder fylder meget og det tager derfor tilsvarende lang tid at
transmittere dem elektronisk. Som eksempel kan nævnes, at det tager godt 100
sekunder at overføre et fjernsynsbillede over ISDN, som var noget af det hurtig-
ste dengang. Dette tal fremkommer ud fra en opløsning på 720 gange 576 pixels
og 16 bits til farven for en pixel samt en ISDN-hastighed på 64 kbits/s.
Der var dermed skabt et behov for en god måde at komprimere digitale
billeder på. Men det blev hurtigt klart, at ingen af de kendte komprimerings-
algoritmer var velegnede på billeder, da de typisk giver et komprimerings-forhold
på mindre end 2 : 1. Der blev derfor i 1986 dannet en international standar-
diseringsgruppe med det formål at definere en standard for billedkomprimering.
Den fik navnet Joint Photographic Experts Group forkortet JPEG. I modsæt-
ning til meget andet standardiseringsarbejde var der her tale om at udvikle en
metode, som kunne gøres til standard og ikke at ophøje allerede eksisterende
metoder til standard. Denne gruppes arbejdet blev meget vellykket og er udmøn-
tet i en ISO standard, som også i dag er den altdominerende måde at komprimere
billeder på.
Med udtrykket JPEG-algoritmen tænkes der på den matematiske metode
til billedkomprimering som anvendes i JPEG-standarden. Herudover anvender
man også udtrykket JPEG-formatet som betegnelse for et filformat, der bygger
JPEG-standarden. Dette format er dog ikke en del af standarden men en binding
af standarden til en konkret billedrepræsentation.
I det følgende introduceres først begreber knyttet til digitale billeder. Dernæst
gøres rede for den vigtige skelen mellem tabs-fri og tabsgivende kompression,
som leder frem til det matematiske grundlag. Endelig gennemgås JPEG-algoritmen
og der afsluttes med et eksempel.
Kilder
Niss and Andersen [1991] er grundlaget for den overordnede beskrivelse af
JPEG-algoritmen. De mange tekniske detaljer er taget primært fra ITU-T [1992]
og sekundært fra Pennbaker [1993]. Afsnittet om aritmetiske koder er baseret
på Said [2004]. Endelig er der også hentet inspiration fra Wikipedias artikler
om JPEG (Wikipedia [2010]) og farve-modeller.
Hvad angår DCT, er beviset for orthogonalitet af basisfunktionerne taget fra
Strang [1999].
3.2.1 Digitale billeder
For de fleste mennesker vil ordet digitalt billede giver associationer til et rektan-
gulært område af punkter, en pixel og opløsning. Det er derfor ret let at forstå,
at et digitalt billede matematisk kan beskrives som en matrix, hvor antallet af
søjler er den horisontale opløsning og antallet af rækker er den vertikale opløs-
ning. Men det viser sig langt vanskeligere at præcisere, hvad indholdet af en
celle i en sådan matrix skal være. En celle svarer naturligvis til en pixel, men
hvad er en pixel? En pixel skal repræsentere spektrum af det lys, som udsendes
fra det lille område af billedet, som den repræsenterer. Men et spektrum kræver
jo umiddelbart en funktion, der beskriver sammenhængen mellem frekvens og
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amplitude. Det er altså nødvendigt at finde en meget kompakt beskrivelse af et
spektrum.
Løsningen på problemet blev fundet i midten af 1800-tallet af Thomas Young,
Herman Helmholtz og James Clerk Maxwell ved at studere det menneskelige syn.
Øjets nethinde består af af lysfølsomme celler af 2 typer: Stave og tappe. Der
er ca. 125 millioner stave og ca.7 millioner tappe. Tappene findes udelukkende
i den centrale del af synsfeltet (den gule plet) mens stavene har størst koncen-
tration i det perifere synsfelt. Stavene er meget mere lysfølsomme end tappene,
men de kan ikke skelne forskellige farver i modsætning til tappene.
Man fandt ud af, at øjets farve-opfattelse er baseret på 3 forskellige typer
tappe, der har forskellige absorptions-spektre. De 3 spektre har deres maksi-
male følsomhed ved bølgelængder, der svarer til gult, grønt og violet lys. Øjet
repræsenterer altså meget groft sagt et spektrum som en blanding af 3 primær-
farver (farver, der kun indeholde en bølgelængde). Dette er grundlaget for den
kendte RGB farvemodel, hvor en pixel er en triplet (r,g,b), der bestemmer det in-
dbyrdes blandingsforhold for de valgte primærfarver (RGB står for rød-grøn-blå,
men RGB modellen udtaler sig ikke om de præcise bølgelængder for primær-
farverne).
Vi har nu fået en matematisk brugbar definition af en pixel, nemlig en triplet
(r,g,b). Man kan vælge forskellige måder at repræsentere blandingstallene på,
men en meget udbredt måde er at anvende et tal i intervallet 0-255. En triplet
kan da gemmes i 3 bytes (1 byte = 8 bits, 1 bit = 1 binært ciffer).
Der er en ulempe ved RGB farvemodellen: Lys-intensiteten for en pixel er
en kombination af alle 3 tal i triplen. Dette er uheldigt, da øjet er betydeligt
mere følsomt for intensitets-variationer end farve-variationer. Derved mister man
muligheden for at anvende en grovere farve-opløsning end intensitets-opløsning.
Det er dog muligt på simpel algebraisk vis at transformere RGB tripler til andre
farvemodeller, hvor intensiteten er skilt ud. En model er den såkaldte YCbCr-
model (Y er intensiteten, Cb blå-differensen og Cr rød-differensen). Man kan
oversætte mellem RGB og YCbCr således:
Y = 16 + 1/256(65.738R + 129.057G + 25.064B)
Cb = 128 + 1/256(-37.945R - 74.494G + 112.439B)
Cr = 128 + 1/256(112.439R - 94.154G - 18.285B)
I virkeligheden er tingene ikke helt så simple, som ovenstående formel ty-
der på. For det første taber man opløsning ved anvendelse af formlen (Y, Cb
og Cr udnytter ikke hele intervallet 0-255). Desuden tager man i konkrete
RGB farvemodeller (f.eks. sRGB, hvor primærfarvernes bølgelængder er speci-
ficeret) hensyn til den såkaldte gamma-korrektion, der hidrører fra ulinearitet i
farveskærme.
Gammeldags farve-TV signaler blev udsendt på en måde, der minder om
YCbCr modellen. Man opnåede derved, at endnu ældre sort/hvid-fjernsyn kunne
fungere uforandret ved at bruge intensitets-komponenten i signalet.
Video-kameraer kan udnytte en farvemodel af YCbCr typen ved sample
farve-komponenterne med en mindre opløsning end intensitets-komponenten.
Hvis der er tale om et billede med en horisontal opløsning på 720 pixels, kan
man f.eks. nøjes med at sample 360 farver-værdier dannet som gennemsnit for
pixel nummer 2n-1 og 2n for n=1,...,360. Når billedet genskabes, får pixels med
numrene 2n-1 og 2n horisontalt altså altid samme farver men ikke nødvendigvis
samme intensitet.
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3.2.2 Komprimering og tab
Det er oplagt at det ved komprimering af tekst er vigtigt at udgå tab. Men sådan
forholder det sig ikke med alle typer billeder. For almindelige fotografier spiller
værdien af et enkelt billedelement (pixel) ikke nogen særskilt rolle i opfattelsen
af billedet som helhed. Derimod kan et enkelt tegn i en tekst ændre betydningen
radikalt (10.000kr eller 70.000kr). Nøglen til en god billedkomprimering er derfor
en forståelse af det menneskelige syn. Der er 2 oplagte tabsgivende måder at
komprimere et billede på: Ved at øge pixel-størrelsen og ved at mindske antallet
af nuancer (bits per pixel). Men øjet er temmelig følsomt over for en ændring
af begge disse størrelser.
JPEG-gruppen fandt frem til, at der er 2 egenskaber ved det menneskelige
syn, som kan udnyttes ved billedkomprimering:
For det første er øjet dårligere til at skelne farve-variationer end intensitets-
variationer. Dette lyder naturligt når man tænker på, at der er tale om 2 forskel-
lige mekanismer i øjet (stave og tappe).
For det andet er øjet dårligere til at skelne hurtige variationer over små om-
råder end langsomme variationer over store områder. Med "hurtig"menes stor
intensitetsvariation mellem nabo-pixels og med "langsom"menes en lille inten-
sitetsvariation mellem nabo-pixels. Derved ledes man frem til den grundlæggende
ide i JPEG-algoritmen; nemlig at komprimere i frekvens-domænet i stedet for
intensitets-domænet. I denne sammenhæng tænkes på frekvens i forhold til af-
stand og ikke i forhold til tid.
Ideen i JPEG-algoritmen kan nu meget kortfattet beskrives på følgende
måde:
1. Adskil billedet i intensitets-komponenter og i farve-komponenter. Man kan
vælge en mindre opløsning for farve-komponenterne for at øge kompres-
sionen.
2. Transformer hver komponent til frekvens-domænet via en diskret cosinus
transformation (DCT).
3. Lav en tilnærmet beskrivelse i frekvens-domænet således at lave frekvenser
repræsenteres med større præcision end høje frekvenser og således, at
intensitets-komponenten som helhed repræsenteres med større præcision
end farve-komponenterne.
I denne beskrivelse er udeladt mange vigtige ting, men den viser, hvor tabene
i algoritmen er indført begrundet i de 2 egenskaber nævnt overfor. Alle andre
processer i algoritmen er tabsfrie.
3.2.3 JPEG-standarden og dens mange variationer
Standarden er udformet så den tager hensyn til mange forskellige anvendelser
(f.eks. indbygning i kameraer, billed-databaser). Der er 4 forskellige former:
1. Sekventiel DCT-baseret
2. Progressiv DCT-baseret
3. Tabsfri
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4. Hierarkisk
I (1) overføres en enkelt del af et billede en gang i den ønskede kvalitet mens
man i (2) overfører den samme del flere gange som tilsammen giver den ønskede
kvalitet. (3) forklarer sig selv. I (4) sendes billedet flere gange med voksende
opløsning. Formålet med (2) og (4) er hurtigt at overføre et groft billede til
modtageren. Vi vil her udelukkende se nærmere på (1) og endda indskrænke os
til kun at se på den variant, som i standarden kaldes for grundformen (baseline).
Denne variant skal alle kompatible processer kunne håndtere.
3.2.4 JPEG-baseline algoritmen
Billedrepræsentation og blokke
Bemærk: I computer-verdenen er der tradition for at indlægge 2D skærm-koor-
dinatsystemer med nulpunkt i det øverste venstre hjørne, hvor den horisontale
X-akse peger mod højre og den vertikale Y-akse peger nedad. Denne konvention
bruges også for billeder. Hvis man derfor tænker på et billede som en matrix,
bliver y-værdien til række-index og x-værdien til søjle-index.
Et digitalt billede er først og fremmest karakteriseret ved opløsningen (antal
pixels horisontalt og vertikalt), farvemodellen (RGB, CMY4, YCbCr5 etc) og
farvedybden (bits/pixel). I JPEG-standarden er valg af farvemodel ikke speci-
ficeret, men der er valgt en abstrakt definition af et billede, så det er let at
konvertere konkrete repræsentationer til den abstrakte definition. Den abstrak-
te definition beskriver et billede ved disse parametre:
NC antal komponenter
X maksimal horisontal opløsning
Y maksimal vertikal opløsning
Hi horisontal samplings-faktor for den i'te komponent
Vi vertikal samplings-faktor for den i'te komponent
Hvad en komponent er, afhænger af den valgte billedrepræsentation, men
det kunne f.eks. være Y-delen i YCbCr-modellen. Samplings-faktorerne giver
mulighed for at vælge forskellige opløsninger for forskellige komponenter. Se
eksemplet herunder for en nærmere forklaring.
For hver komponent hører en matrix af sample-værdier. Antallet af søjler Xi
og rækker Yi i disse matricer er givet ud fra parametrene ovenfor:
Xi = dX ∗Hi/Hmaxe
Yi = dY ∗ Vi/Vmaxe
Her er Hmax maksimum over Hi og Vmax maksimum over Vi. Eksempel:
NC = 3, X = 512, Y = 512, (H0, V0) = (4, 1), (H1, V1) = (2, 2), (H2, V2) = (1, 1)
Vi får her (Hmax,Vmax)=(4,2) og opløsninger på 512x256, 256x512 og 128x256
for de 3 komponenter.
4Farvemodel typisk brugt til tryk: Cyan, Magenta, Yellow
5Farvemodel ofte brugt til video: luma (Y - en anden måde at kode luminens pås), blue-
difference, red-difference
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I baseline-algoritmen skal hver sample-værdi angives som en 8-bit værdi i
intervallet 0-255, og hver samplings-faktor skal være i intervallet 1-4. Der kan
være fra 1-255 komponenter (dog højest 4 ved interleaving) men typisk vil der
være 3, hvor 1 komponent repræsenterer intensitet og de 2 andre farve. Desuden
er det også typisk intensitets-komponenten, der har de maksimale samplings-
faktorer. Bemærk, at forskellige samplings-faktorer kan bidrage til tabsgivende
komprimering.
Vi har nu fået billedet nedbrudt i abstrakte komponenter. Det er nu centralt
for JPEG-algoritmen, at hver komponent yderligere nedbrydes i 8x8 blokke.
Hver blok kodes dernæst uafhængigt af hinanden (bortset fra DC-værdierne 
forklaring følger). Med 8x8 blokke menes 8 sammenhørende rækker og søjler i
komponent-matricen. Hvis 8 ikke går op i række- eller søjle-antallet, duplikeres
sidste række eller søjle.
Man kan vælge at sende blokkene komponent for komponent (noninterleav-
ed). I dette tilfælde sendes blokkene for hver komponent rækkevis startende i
øverste venstre hjørne. Eller man kan vælge at mikse blokkene for alle kompo-
nenter (interleaved). I dette tilfælde dannes superblokke bestående af Hi x
Vi blokke for komponent i. Man sender så sæt af NC superblokke. Disse su-
perblokke dannes og ordnes efter samme princip som blokke. Bemærk at de kan
være nødvendigt at tilføje ekstra rækker eller søjler af blokke, hvis Vi ikke går
op i dYi/8e eller Hi ikke går op i dXi/8e. Der er en begrænsning på 10 blokke
per sæt af superblokke. I eksemplet ovenfor får vi 4*1 + 2*2 + 1*1 = 9 blokke
per sæt. Overstiges grænsen, må man vælge non-interleaved.
Kodning af en blok
Nulpunktsforskydning, FDCT og DC/AC-værdier Vi har her som ud-
gangspunkt en 8x8 matrix med værdier i intervallet 0-255. For at forbedre den
numeriske stabilitet, dannes en ny matrix ved at subtrahere 128 fra alle værdier.
Derved fås en 8x8 matrix med værdier i intervallet -128 til +127. Der foretages
nu en diskret cosinus transformation (FDCT), som resulterer i en ny 8x8 ma-
trix med værdier, der repræsenterer frekvens-amplituder. I JPEG-standarden er
transformationen specificeret således, hvor s(y,x) er værdierne i input-matricen
og S(v,u) er værdierne i den transformerede matrix:
FDCT : S (v, u) = 14C (u)C (v)∑7
x=0
∑7
y=0 s (y, x) cos
(
(2x+1)upi
16
)
cos
(
(2y+1)vpi
16
)
C (w) = 1 for w > 0,
C (w) =
1√
2
for w = 0
Det ses, at S(0,0) svarer til en (normeret) middelværdi for værdierne i input-
matricen. Denne værdi kaldes for DC-værdien, mens de øvrige værdier af S(v,u)
kaldes AC-værdier. (DC/AC-betegnelserne kommer fra jævnstrøm/vekselstrøm-
analogien).
Det bemærkes, at de transformerede værdier vil ligge i disse intervaller:
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DC-værdi : 8*(-128) til 8*127 = -1024 til 1016
AC-værdier : 4*(-128) + ( 4)*127 til 4*127 + ( 4)*(-128) = -1020 til 1020
DC-værdierne behandles specielt bl.a. udnyttes her korrelation mellem DC-
værdierne i en blok og den foregående blok, idet man erstatter værdien med
differencen til den foregående værdi:
DC(diff) = DC(blok i)  DC(blok i-1)
Intervallet for størrelsen DC(diff) bliver herved noget større, nemlig fra -2037
til 2037. Dette er det eneste punkt, hvor kodningen af en blok afhænger af kod-
ningen af andre blokke. Alt i alt har vi altså nu en 8x8 matrix hvor DC-værdien
kan repræsenteres med 12 bits og AC-værdierne med 11 bits i 2's komplement.
Kvantisering Vi er nu fremme ved det tabsgivende trin i algoritmen, den
såkaldte kvantisering. Ved kvantisering dannes en ny 8x8 matrix, Sq(v,u), ud
fra FDCT output-matricen, S(v,u), og en 8x8 kvantiserings-matrix, Q(v,u), på
denne måde:
Sq(v,u) = Round( S(v,u) / Q(v,u) )
Round betyder afrunding til nærmeste heltal. Kvantiserings-matricen Q er ikke
fastlagt i standarden men skal altid defineres som en del af billedet. Betydnin-
gen af Q vil fremgå af det følgende. Ved afkodning gendannes FDCT output-
matricen, R(v,u), således:
R(v,u) = Sq(v,u) * Q(v,u)
Herved bliver fejlen på R(v,u) i forhold til S(v,u) det halve af Q(v,u). Værdien
af Q(v,u) ligger i intervallet 1-255. De mindste værdier optræder i det øverste
venstre hjørne (v+u lille), som svarer til den lavfrekvente del af spektret. Der
kan specificeres op til 4 kvantiserings-matricer og der vælges en af disse for hver
komponent. Typisk bruges der en for intensitets-komponenten og en anden for
farve-komponenter, som er mere grov, dvs. med større værdier.
Det er valget af kvantiseringsmatricer, som bestemmer komprimeringsgrad-
en og kvalitetstabet. Ved høj komprimering vil det typisk kun være få værdier
i øverste venstre hjørne, som vil være forskellige fra nul efter kvantisering.
Entropi-koding Efter kvantisering har vi en 8x8 matrix, Sq(v,u), som typisk
er domineret af små værdier med 0 som den mest hyppige værdi. Dog er det
sådan, at DC-værdien skiller sig ud, bl.a. ved et større interval af mulige værdier.
Derfor kodes DC-værdien og AC-værdierne efter 2 forskellige principper. Men i
begge tilfælde anvendes variationer af Huffman-koder.
Princippet i en Huffman-kode er at anvende kodeord med variabel bitlængde,
så de hyppigst forekommende symboler kodes med de korteste kodeord. Der
vælges både en DC og en AC Huffman-kode for hver komponent. Der kan mak-
simalt specificeres 2 DC-koder og 2 AC-koder.
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Entropi-koding af DC-værdien Intervallet for DC-værdien er før kvan-
tisering -2037 til 2037. Men da standarden tillader værdien 1 i kvantiserings-
matricen, er det mulige interval efter kvantisering det samme. For et tal n de-
fineres dets størrelsesorden M som det mindste tal, der opfylder:
|n| < 2M
For ovennævnte interval vil størrelsesordenen ligge i intervallet 0-11. Man kan
indse, at n er fuldstændigt fastlagt ved M samt de M mindst betydende bits
i n hvis n>0 eller i n-1 hvis n<0. (Der anvendes 2's komplement notation for
n og de mindst betydende bits står længst til højre ). Lad b være den mest
betydende af de medtagne M bits. Da vil der gælde, at b=1 for n>0 og b=0
for n<0. (Hvis man ikke trækker 1 fra negative n, ville −2M−1 have b=1). For
at kode n efterstilles kodeordet for M med disse M bits. For M=0 er der ikke
nogen efterstillede bits. Kodeordet for M slås op i en Huffman-tabel med i alt
12 kodeord.
Entropi-koding af AC-værdier For AC-værdierne er det vigtigt at udnytte
det store antal 0'er. Det gøres ved at kombinere Huffman-koding med 2 forbere-
dende trin: For det første ordnes AC-værdierne diagonalt, skiftevis skråt nedad
mod venstre og skråt opad mod højre. Derved kommer værdierne i det nederste
højre hjørne sidst, og det er præcis her, at der ofte vil være lutter 0'er. For det
andet anvendes run-length-encoding (RLE), der går ud på kun at kode værdier,
som ikke er 0 og i stedet angive antal oversprungne 0-værdier sammen med vær-
dien. Derved omformes de 63 AC-værdier til en følge af tripler (R,M,B), hvor
R er antal oversprungne 0'er, M er størrelsesordenen og B er de M sidste bits.
Da AC-værdierne ligger i intervallet -1020 til 1020, vil M ligge i intervallet 0-10.
Bortset herfra beregnes M og B som for DC-værdien. Der anvendes 4 bits til
R, så det er muligt at overspringe maksimalt 15 0'er. Hvis der er mere end 15
0'er i streg, indsættes efter behov tripler (R,M,B) = (15,0,-), der repræsenterer
16 0'er. For at drage mest mulig nytte af en hale af 0-er, anvendes en speciel
tripel (R,M,B) = (0,0,-) til at repræsentere slut på blok (EOB). Den indsættes
umiddelbart efter sidste værdi, der ikke er 0.
Det er kombinationen af R og M, der kodes med en Huffman-tabel, som altså
skal have plads til 16*10 + 2 = 162 kodeord.
Sammenfatning af baseline-algoritmen
Redegørelsen ovenfor viser hvordan man danner et såkaldt entropi-kodet dataseg-
ment (ECS). Herudover indeholder JPEG-standarden naturligvis også en speci-
fikation af indpakningen af disse datasegmenter. Denne indpakning indehold-
er bl.a. de parametre og tabeller, der er brugt ved kodningen. Desuden tages
der højde for praktiske problemer som f.eks. muligheden for parallel afkod-
ning og re-synkronisering ved transmissions-fejl. Det er værd at bemærke, at
standarden ikke giver mulighed for default-værdier for tabeller (kvantiserings-
matricer og Huffman-koder). Der er dog anført et eksempel på et velegnet
sæt af kvantiserings-matrix, DC Huffman-kode og AC Huffman-kode for både
intensitets- og farve-komponenter. De anførte kvantiserings-matricer bygger på
praktiske forsøg med bedømmelse af billedkvalitet. Huffman-koderne bygger på
statistisk analyse af et udvalgt sæt af billeder.
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JPEG-algoritmen kan nu sammenfattes. Hver komponent i billedet opdeles
i 8x8 blokke, der kodes enkeltvis i 5 trin:
1. Nulpunktsforskydning (subtraher 128 fra samplings-værdierne).
2. FDCT (giver frekvens-amplituder).
3. Kvantisering af frekvens-amplituder.
4. Differentiel kodning af DC-værdi efterfulgt af modificeret Huffmankod-
ning.
5. Siksak-ordning af AC-værdier efterfulgt af run-length-encoding og modi-
ficeret Huffman-koding.
Dekodning af et billede sker ved at gennemfører disse trin i den omvendte
rækkefølge, dvs. man gendanner først 8x8 blokkene som så sammensættes til
komponenter. Gendannelse af en 8x8 blok forløber således:
1. Huffman-afkodning af differentiel DC-værdi samt addition af foregående
DC-værdi.
2. Huffman-afkodning af AC-værdier og indsættelse af manglende 0-værdier.
3. DC-værdi og AC-værdier opskrives i matrix-orden.
4. Dekvantisering af frekvens-amplituder.
5. IDCT (invers diskret cosinus transformation)
6. Nulpunktsforskydning (addition af 128)
Det bemærkes, at FDCT og IDCT er nært sammenknyttede og i matrix-
formulering kan man komme fra den ene til den anden ved transponering.
Gennemregnet eksempel på kodning af en blok
Som eksempel på kodning af en 8x8 blok bruges nedenstående matrix. (Den
repræsenterer et lille udsnit af et sort/hvidt billede af et slot).
52 55 61 66 70 61 64 73
63 59 55 90 109 85 69 72
62 59 68 113 144 104 66 73
63 58 71 122 154 106 70 69
67 61 68 104 126 88 68 70
79 65 60 70 77 68 58 75
85 71 64 59 55 61 65 83
87 79 69 68 65 76 78 94

Efter nulpunktsforskydning fås:
−76 −73 −67 −62 −58 −67 −64 −55
−65 −69 −73 −38 −19 −43 −59 −56
−66 −69 −60 −15 16 −24 −62 −55
−65 −70 −57 −6 26 −22 −58 −59
−61 −67 −60 −24 −2 −40 −60 −58
−49 −63 −68 −58 −51 −60 −70 −53
−43 −57 −64 −69 −73 −67 −63 −45
−41 −49 −59 −60 −63 −52 −50 −34

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Efter DCT fås:
−415 −30 −61 27 56 −20 −2 0
4 −22 −61 10 13 −7 −9 5
−47 7 77 −25 −29 10 5 −6
−49 12 34 −15 −10 6 2 2
12 −7 −13 −4 −2 2 −3 3
−8 3 2 −6 −2 1 4 2
−1 0 0 −2 −1 −3 4 −1
0 0 −1 −4 −1 0 1 2

Man ser tydeligt den forholdsvis store DC-værdi (-415) og at AC-værdierne er
små i nederste højre hjørne.
Som kvantiseringsmatrix anvendes eksemplet fra JPEG-standarden for in-
tensitetskomponenter:
16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

Efter kvantisering fås da:
−26 −3 −6 2 2 −1 0 0
0 −2 −4 1 1 0 0 0
−3 1 5 −1 −1 0 0 0
−4 1 2 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

DC-værdien har stadig en vis størrelse mens AC-værdierne er blevet meget små
og de fleste endda nul.
Der mangler nu entropi-kodningen. Her behandles først DC-værdien, som
kodes differentielt med DC-værdien for den foregående blok som i eksemplet er
sat til nul:
Diff S Værdi for ekstra bits Kodeord for S Ekstra bits
-26 5 5 110 00101
AC-værdierne opskrives først i siksak-orden:
-3 0
-3 -2 -6
2 -4 1 -4
1 1 5 1 2
-1 1 -1 2 0 0
0 0 0 -1 0 -1 EOB
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Tabellen herunder viser hvordan der foretages run-length-encoding og mod-
ificeret Huffman koding på disse værdier:
Værdi R S Værdi for ekstra bits Kodeord for (R,S) Ekstra bits
-3 0 2 0 01 00
-3 1 2 0 11011 00
-2 0 2 1 01 01
-6 0 3 1 100 001
2 0 2 2 01 10
-4 0 3 3 100 011
1 0 1 1 00 1
-4 0 3 3 100 011
1 0 1 1 00 1
1 0 1 1 00 1
5 0 3 5 100 101
1 0 1 1 00 1
2 0 2 2 01 10
-1 0 1 0 00 0
1 0 1 1 00 1
-1 0 1 0 00 0
2 0 2 2 01 10
-1 5 1 0 1111010 0
-1 0 1 0 00 0
EOB 0 0 1010
Hvis man sammenstiller de 2 sidste kolonner i tabellerne for DC-værdien og
AC-værdierne, får man de sekvens af bits, som skal bruges til at kode blokken
i eksemplet. Ved en noget møjsommelig sammentælling finder man, at der skal
bruges ialt 95 bits. Før koding er blokken repræsenteret som 64 bytes = 512
bits.
Anvendes som kvantiserings-matrix eksemplet fra JPEG-standarden for en
farve-komponent, fås i stedet efter kvantisering:
−24 −2 −3 1 1 0 0 0
0 −1 −2 0 0 0 0 0
−2 0 1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Der er nu kun 10 værdier, som ikke er nul (mod 20 før). Tabellerne for DC- og
AC-værdier bliver i dette tilfælde:
Diff S Værdi for ekstra bits Kodeord for S Ekstra bits
-24 5 7 110 00111
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Værdi R S Værdi for ekstra bits Kodeord for (R,S) Ekstra bits
-2 0 2 1 01 01
-2 1 2 1 11011 01
-1 0 1 0 00 0
-3 0 2 0 01 00
1 0 1 1 00 1
-2 0 2 1 01 01
-1 1 1 0 1100 0
1 2 1 1 11100 1
1 1 1 1 1100 1
EOB 0 0 1010
Så med den lidt grovere kvantiserings-matrix skal der kun anvendes 53 bits
til at kode blokken.
Den gennemsnitlige kompressions-faktor beregnet ud fra 1 intensitets- og 2
farve-komponenter bliver knap 8 i dette eksempel. Den gennemsnitlige kompressions-
faktor for naturlige billeder med de valgte kvantiserings-matricer er ca. 10.
3.2.5 JPEG og Huffman-koder
I JPEG-baseline algoritmen er foreskrevet, at entropi-kodningen skal foretages
med Huffman-koder. I JPEG kan der anvendes kodeord med længder fra 1 til
16 bits. Der er den begrænsning, at et kodeord ikke må bestå udelukkende af
1-bits. Et symbol for DC-kodning består af 4 bits og for AC-kodning af 8 bits,
men i specifikationen af en Huffman-tabel repræsenteres et symbol altid som
1 byte = 8 bits. Denne specifikation består af 2 dele: En angivelse af antallet
af kodeord for hver af de 16 mulige kodeords-længder samt symbolerne ordnet
efter længden af de tilhørende kodeord (rækkefølgen af 2 symboler med samme
kodeords-længde kan vælges vilkårligt). Det bemærkes at kodeordene selv ikke
angives, da disse kan beregnes alene ud fra antallet af kodeord for hver længde.
Rekonstruktion af Huffman kodeord
Tænk på et komplet binært træ med roden tegnet øverst. Roden er lag 0. For
hver kodeordslængde L fra 1 til 16, betragtes det tilsvarende lag L i træet. Hvis
der er N kodeord med længde L, erstattes de N første deltræer med rod i det
L'te lag med et blad (med første menes de første fra venstre). Hvert af disse
N blade skal svare til et kodeord. Kodeordet findes ved at bevæge sig fra roden
ned til bladet. Hver gren, der herved passeres, svarer til et 0, hvis den går til
venstre og 1, hvis den går til højre.
Normalisering af en Huffman-kode
Hvis man har en vilkårlig Huffman-kode givet som et binært træ, kan den om-
formes til en kode, der kan bruges i JPEG-algoritmen ved at ombytte blade
og knudepunkter i samme lag, så bladene kommer før knudepunkterne. Lagene
behandles fra roden og nedad. Sådanne ombytninger vil ikke ændre antallet af
kodeord med en given længde.
En lille detalje: Hvis der ved denne konstruktion dannes et kodeord med
lutter 1-bits af længde L, må L være den maksimale længde for et kodeord
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(blade kommer jo før knuder). Hvis L=16, må man øge længden af et næst
længst kodeord til L. Hvis L<16, øges længen af kodeordet til L+1.
Konstruktion af en Huffman-kode
Det er nemt at konstruere en Huffman-kode ud fra givne symboler og deres
hyppigheder. Hvis der er N symboler, startes med en graf besående af N løse
knudepunkter. Hvert knudepunkt tildeles en vægt svarende til symbolets hyp-
pighed. Man konstruerer nu et binært træ succesivt efter følgende opskrift:
1. Find 2 knudepunkter med minimal samlet vægt.
2. Tilføj et nyt knudepunkt med en vægt, der svarer til summen af de 2
knudepunkters vægt.
3. Tegn pile fra det nye knudepunkt til de 2 fundne knudepunkter.
4. Fjern vægtene fra de 2 fundne knudepunkter.
Denne proces stopper, når der kun er et knudepunkt tilbage med en vægt. Dette
knudepunkt vil være roden for et binært træ og dets vægt vil i øvrigt være 1.
Hvis man tegner det binære træ i lag med roden i toppen, kan man nu tildele
kodeord til symbolerne ved at følge pilene fra roden og ned til bladene. En pil
til venstre skal betyde 0 og en pil til højre 1. Et blad i lag L får derved knyttet
et kodeord med længde L bits (Her regnes roden for lag 0).
Den herved fundne kode er optimal i den forstand, at den minimerer det
gennemsnitlige antal bits, der bruges per symbol (hvis der ikke er korrelation
mellem forekomsten af symboler). Dette antal vil altid være mindst entropien
E givet ved:
E = −
N∑
i=1
p(i)log2p(i)
Her er p(i) hyppigheden af det i'te symbol. Hvis alle symboler er lige sandsynlige,
er entropien log2N .
Afkodning af en Huffman-kodet sekvens af symboler.
Da kodeordene i en Huffman-kode svarer til blade i et binært træ, vil den være
præfix-fri, dvs. intet kodeord kan være starten af et andet kodeord. Ved afkod-
ning af en sekvens, kan man derfor starte i roden af det binære træ. Hvis den
næste bit i sekvensen er 0, går man nedad til venstre. Er den 1, går man nedad
til højre. Når man rammer et blad i træet har man afkodet et symbol og man
går tilbage til roden.
3.2.6 Avanceret JPEG: Aritmetiske koder
I JPEG-baseline algoritmen er det et krav at bruge Huffman-koder til entropi-
kodning. Da Huffman-koder er lette at forstå, implementere og desuden er opti-
male under visse forudsætninger, er det et godt valg. Det, der gør Huffman-koder
simple, er den entydige sammenhæng mellem et symbol, der skal kodes og det
36
IMFUFA KAPITEL 3. CASES
tilsvarende kodeord. Men heri ligger også en begrænsning: Et symbol kodes al-
tid med et helt antal bits. Ser vi på udtrykket for entropi, så er det optimale
antal bits for et symbol med frevens p givet ved −log2N . Hvis f.eks. p=0.75 fås
altså 0.415 bits som det optimale. En Huffman-kode "spilder"altså mere en halv
bit hver gang et sådan symbol kodes. Desuden er Huffman-koder statiske i den
forstand, at der anvendes den samme tabel for kodning af en hel komponent.
Man kan altså ikke udnytte variationer af fordelingen af symboler.
Der findes imidlertid en klasse af koder, som omgår disse 2 svagheder, de
såkaldte aritmetiske koder. Fra et rent matematisk synspunkt er de tillokkende,
da ideen bag koderne er let at forstå og da det er nemt at bevise deres op-
timalitet. Men alt har sin pris og for de aritmetiske koder er prisen en meget
vanskelig implementation. Vi vil derfor kun beskrive ideen bag koderne og bevise
deres optimalitet. I JPEG-standarden er givet en nøje beskrivelse af en mulig
implementation.
Den praktiske betydning af aritmetiske koder er ikke voldsom. Man opnår
sjældent en forbedring på mere end 15% i kompressions-faktor (fra f.eks. 10 til
11.5). Så dette afsnit er medtaget for matematikkens egen skyld.
Kode-sekvenser opfattet som brøker
Resultatet af en vilkårlig (binær) indkodning af en sekvens af symboler, kan
opfatte som en brøk. Man sætter "0."foran den kodede bit-sekvens og får dermed
et tal i intervallet [0, 1[. Dette lyder meget teoretisk og man fornemmer straks
praktiske repræsentations-problemer, hvis der er tale om lange sekvenser. Men
de praktiske problemer skal man prøve at se bort fra for at forstå ideen bag
aritmetiske koder.
Ideen i en aritmetisk kode er nu ud fra en given sekvens af symboler at
konstruere en tilsvarende følge af nestede intervaller. I det sidste interval vælges
en værdi v. Det er ligegyldigt hvilken værdi i intervallet, der vælges. Dette
tal sendes til modtageren, som genskaber sekvensen af nestede intervaller og
tilhørende symboler ud fra v.
Man kan som det første spørge om, hvor mange bits der skal bruges til at
repræsentere v. Hvis længden af sidste (og mindste) interval kaldes lN og det
minimale antal bits kaldes Bmin, gælder der:
Bmin = d− log2(lN )e (3.9)
Dette følger af, at man dermed har
lN ≥ 2−Bmin
Højresiden er afstanden mellem 2 nabo-brøker med Bmin bits. Derfor må ethvert
interval af længde lN indeholde mindst een sådan brøk. Bemærk: For at opnå
entydighed, medregnes startpunktet til et interval, mens slutpunktet fraregnes.
Konstruktion af intervaller
Vi antager, at der er M symboler indexeret ved tallene 0, 1, ...,M − 1 med
tilsvarende sandsynligheder
0 < p(s) < 1, s = 0, 1, ...,M − 1
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De akkumulerede sandsynligheder defineres
c(m) =
m−1∑
s=0
p(s), m = 0, 1, ...,M
c(m) er sandsynligheden for et symbol med index mindre end m, så specielt
er c(0) = 0 og c(M) = 1. For at kode en sekvens af N symboler med indices
(s1, s2, ..., sN ) konstrueres en tilhørende sekvens af N + 1 intervaller givet ved
deres start-punkter bk og længder lk på følgende måde:
b0 = 0, l0 = 1 (3.10)
bk = bk−1 + c(sk)lk−1, lk = p(sk)lk−1, k = 1, 2, ..., N (3.11)
Det bemærkes, at der gælder
bk + lk = bk−1 + (c(sk) + p(sk))lk−1 = bk−1 + c(sk + 1)lk−1 <= bk−1 + lk−1
så intervallerne er nestede.
Geometrisk svarer processen til, at man i hvert trin deler det foregående in-
terval op i delintervaller med længder, der svarer til symbolernes sandsynlighed-
er. Man vælger så det delinterval, der svarer til det symbol, der skal kodes. Den
valgte indexering af symbolerne bestemmer rækkefølgen af delintervaller i hvert
trin.
Lad der som eksempel være 4 symboler med indices (0,1,2,3) og sandsyn-
ligheder (0.2, 0.5, 0.2, 0.1). Kodning af sekvensen (s1, s2, s3) = (2, 1, 0) foregår
nu således:
• 1. inddeling: (0.0, 0.2, 0.7, 0.9, 1.0)
Da s1 = 2 vælges delintervallet med index 2: (0.7, 0.9) med længde 0.2
• 2. inddeling: (0.70, 0.74, 0.84, 0.88, 0.90)
Da s2 = 1 vælges delintervallet med index 1: (0.74, 0.84) med længde 0.1
• 3. inddeling: (0.74, 0.76, 0.81, 0.83, 0.84)
Da s3 = 0 vælges delintervallet med index 0: (0.74, 0.76) med længde 0.02
Idet længden af sidste delinterval er 0.02 giver (3.9) at vi skal bruge 6 bits
til at vælge en binær brøk i intervallet (0.74, 0.76). I dette tilfælde kan man
nøjes med 2: 0.112 = 0.7510. Det betyder blot, at de sidste 4 bits tilfældigvis er
0. Kode-sekvensen bliver altså 110000.
Rekonstruktion af intervaller
Afkodning af en aritmetisk kode sker ved trinvist at gendanne intervaller og
symboler ud fra den modtagne kode-værdi v, der som nævnt fremkommer ved
at sætte "0."foran selve kode-sekvensen.
Vi nøjes med at vise afkodningen i eksemplet ovenfor, hvor kode-sekvensen
altså er 110000. Sættes "0."foran fås kode-værdien v = 0.112 = 0.7510
• 1. inddeling: (0.0, 0.2, 0.7, 0.9, 1.0)
Kode-værdien 0.75 ligger i intervallet med index 2. Derfor vælges symbol
og interval med index 2, altså s1=2 og (0.7, 0.9) med længde 0.2
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• 2. inddeling: (0.70, 0.74, 0.84, 0.88, 0.90)
Kode-værdien 0.75 ligger i intervallet med index 1. Derfor vælges symbol
og interval med index 1, altså s2=1 og (0.74, 0.84) med længde 0.1
• 3. inddeling: (0.74, 0.76, 0.81, 0.83, 0.84)
Kode-værdien 0.75 ligger i intervallet med index 0. Derfor vælges symbol
og interval med index 0, altså s3=0 og (0.74, 0.76) med længde 0.02
Vi har nu fået gendannet de 3 symboler (s1, s2, s3) = (2, 1, 0). Bemærk, at
afkodnings-proceduren kan fortsættes i det uendelige, så man er nødt til at vide,
hvor mange symboler, der skal afkodes.
Bevis for optimalitet af aritmetiske koder
Vi vil prøve at se på, hvad der sker med det gennemsnitlige antal bits/symbol,
når antallet N af symboler vokser.
Men først opstilles en øvre grænse for det antal bits B(N), der kræves for at
sende en sekvens af N symboler. Modtageren skal foruden selve kode-sekvensen
også kende antallet af kodeord N og symbolernes sandsynligheder. Antal bits for
at sende N må være log2(N) mens sandsynlighederne kræver et konstant antal
bits. Vi tillader os at simplificere beviset ved ikke at gøre rede for detaljer mht.
repræsentation af sandsynlighederne. Af (3.9) følger derfor, at der må findes en
konstant σ, så
B(N) ≤ − log2(lN ) + log2N + σ (3.12)
hvor lN er længden af de mindste interval. Af (3.11) fås
lN =
N∏
k=1
p(sk)
som indsat i (3.12) giver
B(N) ≤ −
N∑
k=1
log2 p(sk) + log2N + σ
Ved at tage forventningsværdien E() på begge side og udnytte antagelsen om
uafhængige, identisk fordelte symboler (iid) fås
E(B(N)) ≤ −
N∑
k=1
E(log2 p(sk)) + log2N + σ
= −
N∑
k=1
M−1∑
m=0
p(m) log2 p(m) + log2N + σ
= N(−
M−1∑
m=0
p(m) log2 p(m)) + log2N + σ
Udnyttes definitionen af entropien H = −∑M−1m=0 p(m) log2 p(m) og divideres
med N fås
E(
B(N)
N
) ≤ H + log2N
N
+
σ
N
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Venstresiden er netop det gennemsnitlige antal bits/symbol, b¯(N), som mindst
er entropien. Vi har dermed
H ≤ b¯(N) ≤ H + log2N
N
+
σ
N
Heraf ses, at b¯(N) → H for N → ∞. Så aritmetiske koder er altså optimale i
grænsen.
3.2.7 En uddybelse af DCT
I bund og grund er der tale om et helt almindelig basis-skifte, når man bruger
cosinus-transformationen til at udtrykke sin billed-data-matrice ved hjælp af
en anden matrice der beskriver bidraget fra de forskellige cosinus-funktioner.
Umiddelbart er det dog ikke tydeligt, at der er tale om et basisskifte.
For at der kan være tale om en basis, må søjlerne i matricen, der omsætter
værdierne, være lineære uafhængige. At disse søjler er ortogonale, og dermed
lineære uafhængige, vil vi vise nedenfor. Dette afsnit baserer sig hovedsageligt
på en artikel af Gilbert Strang[Strang, 1999].
I det tidligere afsnit med gennemgangen af DCT'en i selve JPEG-algoritmen,
så vi at transformationsmatricen blev bestemt ved
FDCT : S (v, u) =
1
4
C (u)C (v)
7∑
x=0
7∑
y=0
s (y, x) cos
(
(2x+ 1)upi
16
)
cos
(
(2y + 1) vpi
16
)
,
hvor C(w) = 1 for w > 0, og c(w) = 1√
2
for w = 0. I nedenstående eksempel,
hvor vi vil vise at der er tale om at søjlerne i transformationsmatricen er or-
togonale egenvektorer, vil vi holde os til den en-dimensionelle version, hvor de
enkelt komponenter er givet ved
FDCT : S (u) = C (u)
N−1∑
x=0
s (x) cos
(
(2x+ 1)upi
2N
)
.
Ortogonalitet
Generelt er søjlerne i samtlige cosinus-transformationsmatricer egenvektorer til
symmetriske andendifferens matricer6, og af samme grund ortogonale.
Den diskrete cosinustransformation som anvendes i JPEG-algoritmen kaldes
DCT-2, og har den tilhørende n× n-andendifferensmatrice A2[Strang, 1999],
A2 =

1 −1
−1 2 −1
−1 2 −1
. . .
−1 2 −1
1 −1

. (3.13)
6Andendifferens, er differensen af differenserne for en talrække. En række 1, 5, 16, 18 vil
have andendifferenserne, 7,−9
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Betrager vi derfor en af søjlerne i vores DCT-transformationsmatrice v, skal
det altså gælde, at der findes en egenværdi λ så
Av = λv.
Kigger vi i vores transformationsmatrice for DCT'en, ser vi, at den k'te
vektor er givet ved
vk =
(
cos
(1
2
k
N
pi
)
, cos
(3
2
k
N
pi
)
, cos
(5
2
k
N
pi
)
, . . . , cos
(2(N − 1) + 1
2
k
N
pi
))
.
(3.14)
Fra (3.14) ses hvordan det j'te led af vk kan udtrykkes ved j. Nemlig som
vk[j] = cos
(j +
1
2
)kpi
N
Kigger vi igen på A2 i (3.13), ser vi at første og sidste linie er speciel men,
at alle linier imellem indeholder −1, 2,−1, hvor 2-tallet altid er placeret, hvor
række-nummeret er lig med søjle-nummeret, og −1 er placeret på begge sider,
dvs. hvor søjle-nummeret er henholdsvis et mindre og et større end række-
nummeret. Eksempelvis vil den j'te række af den resulterende vektor af pro-
duktet A2u være:
A2u = −1u[j − 1] + 2u[j]− 1u[j + 1].
Betragter vi igen vores vektorer vk, vil den j'te række af Avk være givet ved
(A2vk)[j] = −vk[j − 1] + 2vk[j]− vk[j + 1]
= − cos((j − 1) + 1/2)kpi
N
+ 2 cos(j + 1/2)
kpi
N
− cos((j + 1) + 1/2)kpi
N
= − cos((j + 1/2)− 1)kpi
N
+ 2 cos(j + 1/2)
kpi
N
− cos((j + 1/2) + 1)kpi
N
Additionsformlen for cosinus
cosA±B = cosA cosB ∓ sinA sinB
betyder at første og tredje led kan omskrives. Da den ene er for j-1'te led, og
det andet for det j+1'te led, vil sinus-delen forsvinde når disse omskrivninger
summeres, og vi vil opnå
(A2vk)[j] = 2 cos(j + 1/2)
kpi
N
− 2 cos(j + 1/2)kpi
N
cos
kpi
N
= 2
(
1− cos kpi
N
)
cos(j + 1/2)
kpi
N
= 2
(
1− cos kpi
N
)
vk[j]
Det kan her også bemærkes at egenværdierne aldrig bliver ens, da kN ∈]0 : 1[,
idet k = 1, 2, . . . , N − 2.
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Ligeledes skal vi også vise at vk er passende egenvektorer når j = 0 og
j = N − 1. Kigger vi først på tilfældet hvor j = 0, vil vi få at den 0'te række af
produktet Avk bliver
(Avk)[0] = cos(0 + 1/2)
kpi
N
− cos(1 + 1/2)kpi
N
Ved at addere [− cos(0− 1/2kpiN + cos(0 + 1/2)kpiN ], som er nul, fås
(Avk)[0] = 2 cos(0 + 1/2)
kpi
N
− cos(0− 1/2)kpi
N
− cos(1 + 1/2)kpi
N
= 2 cos(0 + 1/2)
kpi
N
− cos(0 + 1/2− 1)kpi
N
− cos(0 + 1/2 + 1)kpi
N
Herfra er det bare at følge beviset for den j'te række. Et tilsvarende bevis kan
laves for j = N − 1. Da vi har vist at alle søjlerne i transformationsmatricen er
egenvektorer til forskellige egenværdier, ved vi, at disse er lineært uafhængige,
og dermed at de udgør en basis.
To dimensionelt
At cosinustransformationen kan laves på matriceform, fremgår af afsnittet oven-
for. Dette kan lade sig gøre, da samtlige af de værdier, der skal multipliceres på
datamatricen, kan udregnes på forhånd. Dette er også noget af det, der gør
JPEG-algoritmen så anvendelig. Tidligere så vi at den en-dimensionelle trans-
formation var givet ved
FDCT : S (u) = C (u)
N−1∑
x=0
s (x) cos
(
(2x+ 1)upi
2N
)
.
Kigger man lidt på denne kan man overbevise sig selv om at man på forhånd
kan konstruere en matrice der kan udføre dette ved simpel multiplikation. Dette
forudsætter naturligvis at man kender størrelsen af sin en-dimensionelle data-
matrice. Vil vi lave sådan en matrice, ser vi at den øverste række vil indeholde
koefficienterne[ 1√
2
cos(
(0 + 1)0pi
2N
),
1√
2
cos(
(2 + 1)0pi
2N
), . . . ,
1√
2
cos(
(2(N − 1) + 1)0pi
2N
)
]
. Prikkes denne med den oprindelige en-dimensionelle data-matrice, vil man få
den første komponent af data-matricen i frekvensdomænet - altså i dette tilfælde
DC-komponenten - en midling af af samtlige værdier. Vi kan altså skrive den
cosinustransformerede y af en data-matrice v med en transformationmatrice A
som
y = Av.
Kigger vi på en to-dimensionel datamatrice, vil man se, at hver søjle i vores
datamatrice behandles som om, det var en en-dimensionel matrice. Dette bety-
der, at vores cosinustransformation kun er lavet på baggrund af sammenhænge
i værdier ned igennem hver søjle, og ikke på tværs af rækkerne. Vi har altså
ikke udnyttet vores forventning om ens data imellem hver søjle. Dette kan vi
imidlertid nemt ordne, ved at anvende den samme transformationsmatrice, på
den transponerede af den første.
y = A(Av)T = AvTAT
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3.2.8 Analyse
JPEG-algoritmen blev udviklet med et veldefineret mål for øje: At komprimere
naturlige billeder bedst muligt uden synligt kvalitetstab. Komprimeringsgraden
kan måles objektivt som forholdet mellem antal bytes i det oprindelige billede
og det komprimerede billede. Spørgsmålet om synligt kvalitetstab er derimod
subjektivt. Men der blev opstillet en procedure, så de samme personer under de
samme forhold kunne bedømme de samme billeder komprimeret med forskellige
algoritmer. I fysik ville man kalde det variabel-kontrol, og i dette tilfælde ønsker
vi altså kun at variere algoritmen.
Ser vi på spørgsmålet om, hvad det vil sige, at matematikken virker i tilfældet
med JPEG-algoritmen, har vi altså allerede præcise målinger af algoritmens
kvalitet. Før fremkomsten af JPEG, var en typisk komprimeringsgrad omkring
2, mens JPEG kan fremvise en komprimeringsgrad på 10-20. Så det vil vel være
rimeligt at sige, at algoritmen virker godt. Hvis vi også skal kunne sige, at
matematikken virker, må vi nærmere analysere de enkelte trin i algoritmen og
deres samspil med matematik.
Der er 4 væsentlige elementer i JPEG-algoritmen: billedrepræsentation, DCT,
kvantisering samt entropi-koding. Deres samspil med matematik og fag-området
analyseres nedenfor
• Billedrepræsentation
Matematik anvendes her rent beskrivende til at opstille en matematisk
model af billeder repræsenteret som en matrix for hver komponent, samt
hvordan man kan transformere mellem farve-modeller.
I fag-området er farve-modeller det centrale, specielt opdelingen af et
billede i luminans og farver. Denne opdeling har stor betydning for kompri-
merings-graden, da øjets følsomhed for farve-variationer er meget mindre
end for luminans-variationer. Disse forhold var kendte før JPEG, f.eks.
benyttede man princippet i farve-TV signaler.
• DCT
Der er tale om anvendelse af den matematiske disciplin fourier-analyse.
En anden betegnelse er harmonisk analyse, da det drejer sig om at opløse
funktioner i simple, harmoniske funktioner. Generelt skal der anvendes
harmoniske funktioner med kontinuert varierende frekvens for at kunne
beskrive ikke-periodiske funktioner. For periodiske funktioner kan man
nøjes med heltallige frekvenser, man har da at gøre med fourier-rækker.
For periodiske, diskrete funktioner (dvs. funktioner, der kun er defineret
for heltalligt argument), reducerer fourier-rækken til den diskrete fourier
transformation (DFT). Hvis en periodisk, diskret funktion er lige, anven-
des den diskrete cosinus transformation (DCT), hvoraf der er flere vari-
anter.
Fourier-analyse er et utroligt nyttigt matematisk redskab i mange sam-
menhænge. Det blev oprindeligt introduceret af franskmanden Joseph
Fourier til at beskrive udbredelse af varme i faste legemer. Senere er det
blevet grundelaget for f.eks. signal-analyse. I denne sammenhæng tænker
man på fourier-analyse som en måde at transformere et signal fra tids-
domænet til frekvens-domænet. I JPEG-tilfældet kan man sige, at en
diskret rumlig variation opløses i diskrete frekvenser.
43
3.2. CASE: JPEG-ALGORITMEN 11. januar 2010
• Kvantisering
Dette trin introducerer tab og er uundværligt for at opnå en stor kom-
primeringsgrad. Øjets funktion anvendes i kvantiseringen. Så man kan
sige, at matematikken bruges til at repræsentere billedet på en måde, der
muliggør en udnyttelse af øjets begrænsede evne til at skelne hurtige vari-
ationer.
Herudover er det også vigtigt, at naturlige billeder har en forholdsvis lille
andel af hurtige variationer (se f.eks. på matricen i JPEG-eksemplet før
kvantisering). Så der er et samspil mellem matematik, øjets funktion og
naturlige billeder.
Det bør understreges, at fastlæggelsen af passende kvantiserings-matricer
er sket på grundlag af forsøg. At man rent faktisk kan anvende så store
koefficienter, at der opnås en god komprimering, kan ikke udledes matem-
atisk. Der indgår her psykologiske faktorer ved siden af øjets fysiologiske
begrænsninger.
• Entropi-koding
Dette emne hører ind under informations-teori, hvor Claude Shannon var
en af pionerene. Det er teoretisk velfunderet og var kendt før JPEG.
Entropi-kodning kan bruges generelt til data-komprimering og blev også
anvendt før JPEG til billed-komprimering. Men i sig selv kan entropi-
kodning anvendt på naturlige billeder ikke give meget mere end en faktor
2 i komprimeringsgrad.
Sammenfattende kan det siges, at matematikken kun spiller en beskrivende
rolle i modellen for naturlige billeder. Men matematik er væsentlig i både den
tabsgivende og den tabsfri komprimering. I forhold til tidligere algoritmer er det
oplagt den tabsgivende komprimering, som gør JPEG så meget bedre.
Ser vi nærmere på den tabsgivende komprimering, så er det ikke matem-
atikken, der i sig selv bidrager til komprimeringen. Men matematikken bruges
til at omformulere problemet på en måde, som gør det meget lettere at an-
vende nogle specielle egenskaber ved naturlige billeder og øjets funktion. Om-
formuleringen fremmer også entropi-kodningens effekt ved at mindske koblingen
mellem de koefficienter, der skal kodes.
Der ingår i JPEG-algoritmen en del matematik. Men anvendelsen er meget
specifik eller ad hoc. Der åbnes ikke op for løsningen af en hel klasse af problemer.
I den forstand anvendes matematikken ingeniør-agtigt.
Illustration af øjets følsomhed
Det er mange gange blevet nævnt, at øjets følsomhed for variationer aftager med
stigende frekvens. For at illustrere dette fænomen, har vi konstrueret billeder af
2 af basis-funktionerne i DCT. Der er tale om funktionerne med lodret index v=0
og vandret index u=1 og u=7. De tilhørende kvantiserings-faktore i eksemplet
fra JPEG-standarden er 11 og 61. Vi vil med eksemplet prøve at vise, hvad
der sker, hvis man anvender faktoren k=61 i begge tilfælde. For k=61 er den
maksimale amplitude, der giver jævnt gråt, a=30. (30/61 afrundes til 0, mens
31/61 afrundes til 1). Så et JPEG-billede i standard-kvalitet for u=7 vil være
jævnt gråt.
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Til venstre ses billedet med u=7 og til højre billedet med u=1: Det er meget
tydeligt, at billedet til højre forekommer milevidt fra jævnt gråt, mens man
kun kan ane lodrette streger i billedet til venstre. Når man tænker på, at der i
frekvens-domænet er samme amplitude i begge billeder, synes det bekræftet, at
øjet ikke fanger hurtige variationer særligt godt.
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Figur 3.4: Planetariet i København. Matematik kan give en beskrivelse af de
udfoldede murer.
3.3 Case: Planetariet
Denne case virker mere simpel end de andre, og indholdet virker muligvis ikke
særlig overraskende. Ikke for folk som er vokset op med matematik. For andre
derimod, kan det være en imponerende demonstration af matematikkens stærke
egenskaber.
Casen tager udgagngspunkt i ønsket om at bygge en karton-model af plan-
etariet - altså af en bygning der har form som en cylinder, som er skåret skråt
igennem af et plan, der dermed bliver taget. Et billede af planetariet ses i figur
3.4. Hvis man gerne vil fremstille denne figur i karton, hvordan skal man så
skære det stykke karton der skal blive til væggene, således at den øverste kant
slutter tæt hvis man lægger en plade ovenpå.
Spørgsmålet går altså på, hvordan vi skal skære toppen af vores stykke kar-
ton, hvis det skal kunne udgøre væggene på planetariet, når de to sider sluttes
sammen.
For at svare på disse spørgsmål, skal vi først finde ud af, hvordan vi vil
repræsenterer figuren matematisk. Den måde, vi vil gribe dette an på, er afspe-
jlet i beskrivelsen af Plantariumet. Vi vil betragte en cylinder, der bliver skåret
igennem af et plan, og prøve at finde en beskrivelse af højden af en udfoldning
af cylinderen. Generelt arbejder vi i R3, men vi vil holde os til to-dimensionelle
figurer.
Først betragter vi cylinderen. Hvis vi skærer den igennem, vil vi udelukkende
se en cirkel, som i figur 3.5. Da vi gerne vil udfolde cirklen, og vil kunne sam-
menholde omkredsen med positionen i vores (x, y)-koordinat-system, bemærker
vi at
x = r cosφ
idet x naturligvis er vores x-koordinat, r er radius i vores cirkel, og φ er den
vinkel vi befinder os ved, målt fra x− aksen. Endvidere ved vi sammenhængen
mellem længden på cirkelbuen χ og vinkel φ er givet ved
χ = O
φ
2pi
= (2pir)
φ
2pi
= rφ
Ved indsættelse får vi altså et udtryk for x, som er givet ved
x = r cos(
χ
r
)
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x
y
r
0
2pi
pi
−pi
φ
r cos(φ)
Figur 3.5: Cylinderen skåret igen/set ovenfra. Her ses sammenhængen mellem
vinklen og x-koordinaten.
z
x
z = ax+ b
h
H
r
Figur 3.6: Planetarium-cylinderen set fra siden, med det skærende plan (taget)
tegnet ind.
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Hvis vi nu antager at taget skråner opad i x-retningen, og vi gerne vil tage
udgangspunkt i det laveste sted (hvis vi er igang med kartonmodel kan vi spare
lidt tape!), kan vi antage, at vi vil starte i punktet hvor φ = −pi. Dette svarer til
at χ = −pir. Vil vi gerne starte med en værdi for χ = 0, som giver den laveste
højde, skal vi altså udnytte udtrykket,
x = r cos(
χ− pir
r
) = r cos(
χ
r
− pi)
i vores omskrivning. Nu hvor vi har en sammenhæng mellem x-værdi og længde
på cirkelbuen, skal dette holdes op mod udtrykket for taget. Da vi tidligere
snakkede om, at dette skulle skrå opad i x-retningen, antager vi implicit, at det
er konstant i y-retningen. Udtrykket for taget bliver dermed
z = ax+ b.
Her er a hældningen på taget, som kan bestemmes ved at holde højden af taget
H op imod radius af cylinderen r,
a =
H
2r
,
mens b er skæringen med z-aksen, altså højden af cylinderen h plus halvdelen
af højden af taget
b = h+
1
2
H.
Samlet set får vi altså et udtryk for højden z, givet ved den udfoldede omkreds-
længde χ, som er
z =
1
2
H
r
cos(
χ
r
− pi) + h+ 1
2
H
= h+
1
2
H
(
cos(
χ
r
− pi) + 1
)
,
idet vi bemærker at χ ∈ [0 : 2pir[. Et simpelt plot af dette udtryk ses i figur 3.7.
3.3.1 Konstruktion af Planetariets tag
Vi vil finde ud af, hvordan man kan konstruere taget af Planetariet, der er
dannet ved at skære en cirkulær cylinder med et skråt plan. Cylinderens radius
er R, og forskellen mellem højeste og laveste punkt af taget er H.
Indlæg koordinatsystem med centrum O i skæringen mellem cylinderakse og
plan. Vælg z-aksen som planens normal og vælg x-aksen, så cylinderaksen ligger
i (x,z)-planen, dvs. cylinderaksens retningsvektor er
−→a = (p, 0, q), p2 + q2 = 1, q > 0 (3.15)
Afstanden fra et punkt P = (x, y, z) til cylinderaksen er i dette koordinatsystem
d = |−→a ×−−→OP | = |(p, 0, q)× (x, y, z)| = |(−qy, qx− pz, py)|
dvs.
d2 = |−→a ×−−→OP |2 = (−qy)2 + (qx− pz)2 + (py)2
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z
χ
2pir
h
h+H
Figur 3.7: Sådan skal kartonet skæres ud for at danne cylinderen.
Cylinderens skæringskurve med planen fås ved at sætte z=0 i ovenstående lign-
ing og kræve, at d2 = R2:
R2 = d2 = q2y2 + q2x2 + p2y2 = q2x2 + (p2 + q2)y2 = q2x2 + y2
dvs.
x2
(R/q)2
+
y2
R2
= 1 (3.16)
Skæringskurven er altså en ellipse med halvakser (R/q,R).
I (x,z)-planen er en retningsvektor for planens skæringslinje hermed givet ved
(2R,H), og tværvektoren er så (−H, 2R). Derfor er (−H, 0, 2R) en retningsvek-
tor for cylinderaksen med længde
√
H2 + 4R2, så vi har dermed indset, at der
i (3.15) gælder:
p = −H/
√
H2 + 4R2 q = 2R/
√
H2 + 4R2 (3.17)
Derfor kan vi også i (3.16) udtrykke ellipsens halvakser (a, b) alene ved R og H
som
x2
a2
+
y2
b2
= 1, (a, b) = (
1
2
√
H2 + 4R2, R) (3.18)
For at komme frem til en simpel konstruktion af denne ellipse, udnytter vi
en geometrisk beskrivelse af en ellipse som værende de punkter, hvor summen
af afstandene til to givne punkter er konstant. Vi vil nu udlede en sammenhæng
mellem den analytiske beskrivelse af en ellipse og den geometriske beskrivelse.
Vi tænker os indlagt et (x,y)-koordinatsystem, så de 2 omtalte punkter
(brændpunkterne) ligger på x-aksen og symmetrisk om (0,0). Afstanden til (0,0)
betegnes med d, så brændpunkterne får koordinaterne (-d,0) og (d,0). Vi skal
finde en ligning for de punkter P = (x, y), hvor summen af afstandene til brænd-
punkterne er konstant (=s):
s =
√
(x+ d)2 + y2 +
√
(x− d)2 + y
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dvs. ved isolation af første rodstørrelse på højre side og kvadrering
(x+ d)2 + y2 = s2 + (x− d)2 + y2 − 2s
√
(x− d)2 + y
og dermed
2s
√
(x− d)2 + y = s2 − 4dx
Endnu en kvadrering giver
4s2(x− d)2 + 4s2y2 = s4 + 16d2x2 − 8s2dx
Førstegradsled i x og y forsvinder ved reduktion:
4(s2 − 4d2)x2 + 4s2y2 = s2(s2 − 4d2)
Vi kan nu let få samme form som i (3.18):
x2
s2/4
+
y2
(s2 − 4d2)/4 = 1 (3.19)
(3.18) og (3.19) er den ønskede sammenhæng mellem den analytiske og ge-
ometriske beskrivelse af en ellipse. Vi ser at der gælder flg. sammenhæng mellem
parametrene (s, d) og (a, b):
s2/4 = (H2 + 4R2)/4, (s2 − 4d2)/4 = R2
Det er nemt at løse disse ligningerne mht. (s, d):
s =
√
H2 + 4R2, 2d = H (3.20)
Når man skal konstruere ellipsen, kan man derfor slå 2 søm i et ark karton
med samme afstand 2d, som den ønskede højdeforskel H (anden ligning). Man
binder derefter et stykke snor fast til de 2 søm, så længden af snoren mellem
sømmene s, er som angivet i første ligning. Man lader nu en blyant holde snoren
udspændt, mens blyanten samtidigt føres rundt og derved tegner ellipsen.
3.3.2 Analyse
Hvad vil det sige i denne case, at matematikken "virker"?
I dette tilfælde anvendes matematik til design af fysiske objekter. Så det, at
matematikken virker, betyder, at de designede objekter har de forventede egen-
skaber. Hvis man klipper 2 stykker karton ud efter forskrifterne for væg og tag,
og dernæst folder kartonet til en cylinder, så er succes-kriteriet, at taget passer
med den skrå ende af cylinderen.
Hvilke egenskaber besidder casens faglige indhold, som gør det muligt
for matematikken at bidrage?
Samspillet mellem matematik og casens øvrige indhold er tydelig i springet fra
den fysiske cylinder, til den tilsvarende model indenfor den euklidiske geometri.
Det videre spring til udnyttelsen af den analytiske geometri er rent matematisk.
Hvorvidt det er matematikkens eller verdens indretning, der skal have æren
for den fantastisk overensstemmelse imellem den euklidiske geometri og det fy-
siske rum, er en diskussion af mere filosofisk art. Dog er det meget tydeligt at
euklidisk geometri er en fuldstændig teori for den faktiske fysiske verden, hvilket
underbygges af casen, og lignende anvendelser igennem de sidste totusinde år.
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Hvilke egenskaber besidder matematikken, som gør den attraktiv at
anvende?
Den anvendte matematik er euklidisk geometri og analytisk geometri. Den euk-
lidiske geometri er omtalt i foregående afsnit, ligesom problematikken omkring
adskillelsen af matematisk teori og virkelighedens egenskaber. Den analytiske ge-
ometri spiller rollen som model af den euklidiske geometri. Ved hjælp af denne
modellering blivet det muligt at bruge nogle helt andre og meget slagkraftige
grene af matematikken, nemlig algebra og analyse. Så snart vi har lavet springet
fra den euklidiske geometri til den analytiske beskrivelse, kan vi bruge fuld-
stændig sikre matematiske resultater fra henholdsvis algebra og analyse, til at
udtale os om vores oprindelige figur.
Hvorfor virker matematikken?
En af grundene til, at vi har valgt denne case, er den meget stor grad af succes
ved anvendelse af matematik her. Når vi sætter os og beregner hvordan vi skal
skære vores karton, er vi ikke et sekund i tvivl om, at det er fuldstændig rigtig,
hvad vi får ud af det. Skulle det mod forventning vise sig at vores udklippede
karton ikke passer, vil vores første indskydelse være, at vi må have regnet eller
klippet forkert.
De steder der kunne forekomme fejl, manglende præcision, eller usikkerheder
i denne case, er i springet fra den fysiske verden til den euklidiske geometri, og
i springet fra den euklidiske geometri til den analytiske geometri.
Det første spring sker ved anvendelsen af teorien om euklidiske geometri. In-
gen med bare en smule matematisk uddannelse vil nogensinde være i tvivl om,
at man kan konstruere fysiske figurer med bestemte egenskaber, ud fra princip-
perne der gælder for de samme figurer indenfor den euklidiske geometrien. Dette
skyldes tildels menneskets indbyggede evne til at forestille sig geometriske ob-
jekter i det fysiske rum. Denne evne hjælper alle i arbejdet med geometri, men
er i særdeleshed grundlaget for, at folk uden matematisk indsigt eller uddan-
nelse eksempelvis forstår at de kan overføre egenskaber fra en plan-tegning af en
lejlighed til lejlighedens rent faktiske udseende. Tildels, og for folk med matem-
atisk uddannelse i endnu højere grad, skyldes det den store grad af validering,
som ligger bag den euklidiske geometri. Ingen anden videnskabelig teori er blevet
gennemtestet så grundigt som den euklidiske geometri, der er blevet brugt til
konstruktion og design igennem årtusinder! Som matematiker kan man ikke
andet end at være meget imponeret over den direkte en-til-en-korrespondence
imellem det virkelige fysiske rum og den euklidiske geometri, og den utrolig
simple aksimatisering af de gældende regler.
Når vi ovenpå en så gennemtestet teori anvender fuldstændig stringente
matematiske resultater, bliver resultatet utrolig effektivt. Har vi først omsat
vores cylinder og skråplan til matematiske forskrifter i den analytiske geometri,
kan vi gå igang med alle vores redskaber fra algebraen og analysen. Skal vi vur-
dere på overraskelsesværdien af dette trin, må det vurderes væsentligt lavere end
det foregående, idet alt er opbygget fra bunden i ren matematik. Uagtet at en
ikke-matematiker formentlig vil finde det imponerende, og måske overraskende.
Samlet set må man siges, at den store effektivitet tildels kan tilskrives den
analytiske geometri, som gør det muligt at levere alle resultaterne, omend det
største og vigtigste spring sker i den direkte korrespondence imellem objekter i
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det fysiske rum og i den euklidiske geometri.
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Kapitel 4
Analyse og Diskussion
4.1 Hvad er matematikkens rolle?
I indledningen snakkede vi om forskellige roller matematikken kan spille. Vi
har forsøgt at vælge vores cases ud fra at vi helst vil belyse de interessante
situationer, hvor matematikken gør andet end udelukkende at beskrive noget.
Her vil vi se på om vores cases rent faktisk lever op til dette, og om matematikken
spiller samme rolle i de cases vi har valgt.
Kigger vi først på Hardy-Weinberg casen, ser vi, at matematikken hov-
edsageligt bliver brugt til at eftervise en bestemt mekanisme, og som sådan
er meget central i casen. Det vil formentlig for nogen være muligt at komme
til samme konklusion, ud fra de givne antagelser, men matematikken gør det
soleklart at fordelingen af gener i en population bliver ved at være ens. At ind-
dragelsen af matematik, og de antagelser man gør sig i forbindelse med Hardy-
Weinberg, har haft stor betydning, understreges af at man nu anvender begrebet
Hardy-Weinberg-ligevægt om systemer der opfylder antagelserne. Vil vi putte en
af vores tidligere definerede mærkater for matematiske roller på matematikken
i denne case, bliver det at besvare videnskabelig spørgsmål. Præcis som vi
havde valgt casen udfra. Mærkaten passer særdeles godt, da der jo netop er tale
om, at matematikken har sørget for, at en bestemt forståelse for populationers
genetiske udvikling siden er blevet betragtet som den korrekte. I denne case
kan man altså sige at matematikken virker som en kikkert, der givet et samlet
overblik over mekanismerne. Derfor vil vi også sige at matematikken i denne
case spiller den rolle, at den svarer på et videnskabeligt spørgsmål.
Matematikkens rolle i JPEG-algoritmen er af en lidt anden karakter, og vari-
erer en smule igennem casen. Først og fremmest anvendes matematikken til at
bygge en model af det virkelige billede, idet man vil have beskrevet billedet
ved hjælp af en masse små områder, samt værdier for farve og lysintensitet for
disse. Det er åbenlyst, at der her er tale om en model, da nogle informationer om
billedet naturligvis vil gå tabt i oversættelsen. Når dette trin er overstået, virker
matematikken hovedsageligt som et redskab således, at man bringer dataene på
en så tilpas form, så man kan udføre den egentlige pladsbesparende bortkast-
ning af data. Bortkastning af data foregår selvfølgelig matematisk, men bygger
på en grundlæggende umatematisk forestilling om hvordan øjet fungerer. Denne
kombination gør, at man har været nødt til at lave en subjektiv vurdering af,
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hvor godt algoritmen virker - man kan simpelthen ikke måle sig til det. Endelig
anvendes matematikken til at komprimere de resulterende data. Det er klart.
at JPEG simpelthen ikke ville være mulig uden matematikken, men der hvor
JPEG-algoritmen virkelig rykker er ved kvantiseringen. Her udnyttes fysiologisk
viden om øjet i samarbejde med matematikken. I denne case er matematikken,
altså noget vi indfører, for at kunne bruge den som værktøj, og den er som
sådan ikke indlejret i selve løsningsideen. Den centrale handling er bortkast-
ning af information, baseret på forestillingen om øjets funktion. På JPEG-casen
kan vi anvende flere af de mærkater, vi havde i spil tidligere. Første trin i al-
gortimen er jo at have et digitalt billede. Dette er en matematisk konstruktion
(ikke i samme forstand som vores mærkat "konstruktion"), der består af forskel-
lige talværdier, som beskriver, hvordan billedet skal se ud. Altså virker matem-
atikken her beskrivende. Den efterfølgende udnyttelse af matematik, må siges
at være konstruerende, da man udnytter matematikken til at bringe dataene
på den ønskede form, til at udtynde i informationerne, og til at komprimere
dataene. At matematikken ikke bruges til at be-/eftervise noget understreges
af, at der skal testpersoner til for, at vurdere om algoritmen fungerer.
Endelig har vi planetarie-casen. Her udfører matematikken alt arbejdet. Først
afbildes et virkeligt fysisk objekt over i matematikken ved hjælp af Euklids
geometri, hvorefter resten af arbejdet foregår i den analytiske geometri. Det
altafgørende spring her er den analytiske geometri, da den sætter os i stand til
at kunne regne på objektet. I denne case må man virkelig sige, at matematikken
gør al arbejdet. Vil vi putte en mærkat på, vil vi se, at matematikken i casen
befinder sig et sted imellem at være konstruerende og spørgsmålsbesvarende.
Kigger vi på denne specifikke case med udskæring af Planetariet som karton-
model, er der tale om en konstruktion, men kigger på man på euklidisk geometri
generelt, kan der ligeledes være tale om besvarelse af spørgsmål i forhold til ver-
den omkring os .
Opsummeret må vi sige, at matematikken spiller forskellige roller i de tre cases.
Dette er præcis som ønsket, da vi gerne skal have en vis spredning, hvis vore
tre cases skal være pladsholdere for så mange af de situationer, hvor matem-
atik anvendes, som muligt. Dette giver os i højere grad mulighed for at kunne
udtale os generelt, men samtidig giver det også mulighed for at der kan opstå
en del forhindringer i forhold til at sammenligne matematikken involveret i de
forskellige cases.
4.2 Bestemmer casenes karakteristika den anvend-
te matematik?
Matematik er ikke én homogen størrelse, men er i moderne tid en samling af
over 5000 klassificerede discipliner, som man kan få indblik i på AMS [2010
(Besøgt 6. Jan. 2010]. Spørgsmålet, som vi her vil stille, er hvorvidt casen selv
lægger op til anvendelsen af en indlysende disciplin af matematikken, eller om
det helt hviler på et matematisk geni at finde anvendelse af en særlig del af
matematikken til en given case.
Kigger vi først på Hardy-Weinbergs ligevægtslov, var det allerede blevet
klargjort af Mendel, at afkom modtager en allele fra hver af sine forældre, at
det pågældende allele udtrækkes tilfældigt fra hver forældre. Selvom man nok
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kan argumentere for, at pardannelse ikke er tilfældig, så var man klar over, at
det afhænger af så mange faktorer, at den med fordel kan betrages som tilfældig
 især hvis man betragter en tilstrækkelig stor population. Ydermere kan man
sagtens forestille sig, at ethvert sundhedssystem i et samfund har en eller anden
form for optælling af sundhedsdata indsamlet af læger. Heri vil man kunne
finde antallet af syge i forhold til den øvrige raske del af en population. For en
matematiker vil mange af disse karakteristika ved casen pege mod en oplagt
anvendelse af sandsynlighedsregning og statistik.
I casen om JPEG-algoritmen taler vi om billedrepræsentation og billedkom-
primering. Det at kunne repræsentere et billede matematisk er fundamentet, som
enhver form for komprimering bygger på. Men kigger man på et givet polaroid-
billede, er der ikke noget indlysende matematisk ved det udover den rektan-
gulære form. Det er et valg, der sker når matematikeren her vælger at repræsen-
tere et billede ved hjælp af komponenter som: størrelse i pixels, farvemodel(RGB,
CMY etc.) og farvedybde (i 8bits faktorisering). Men når først billedet er blevet
matematiseret, kan komprimeringen starte. Generelt er data-komprimering et
meget centralt emne i disciplinen informationsteori. Så der findes altså umid-
delbart en stærk forbindelse mellem billedkomprimering og entropi-kodning -
den ene del af den anvendte matematik i JPEG-algoritmen. Forbindelsen til
den anden vigtige matematisk disciplin, fourier-analyse, forekommer ved første
øjekast mindre åbenlys. Men man kan pege på det allerede benyttede princip,
sub-sampling, som en indikation af, at man er klar over at øjet har forskellig
grader af følsomhed overfor forskellige variationer. Når forsøg så viser at øjet er
mindre følsom overfor variationer i lys og farver over meget korte afstande, er
det nærliggende at anvende fourier-analyse, da dette jo netop lader os se vores
data udtrykt ved variationer i forskellige længdeskalaer. Når man fra starten var
klar over, at en god komprimering udelukkende kunne udføres ved introduktion
af tab, og fourier-analyse netop gør en i stand til at lave et sådan tab, hvor
det ikke kan ses, må det siges, at fourier-analyse er en meget oplagt metode at
anvende.
I Planetarie-casen er forbindelsen til Euklids geometri umiddelbar, at det
også er nyttigt at inddrage analytisk geometri, er ikke åbenlyst uden en lidt
nærmere analyse. For det første skal man bemærke sig, at Euklids geometri
selvfølgelig er euklidisk, men det samme er den analytiske geometri i den for-
stand, at den virker på samme stive objekter i rummet. De to teorier er ækvi-
valente , den analytiske er en algebraisering af Euklids geometri. Set på denne
måde er vi faktisk så heldige at have to teorier, der lægger op til casen. For
at bestemme klippelinien i det konkrete stykke karton, finder vi det dog mest
praktisk at benytte den analytiske geometri.
Sammenfattende må det siges, at vi her ser en vis variation i måden, hvorpå
casenes karakteristika giver peg om fordelagtig anvendelse af bestemte matema-
tiske discipliner. I Hardy-Weinberg casen, er det forholdsvist klart for en matem-
atiker, at det er statistik og sandsynlighedsregning, der er det rette værktøj, men
kigger man på casens samtid, ser man også, at den slags ikke har været for vane.
Planetarie casen er den der tydeligst peger på en matematisk disciplin. Når man
har at gøre med fysiske objekter, der minder om Euklids cylinder med en skrå
flade, må man anstrenge sig for at undgå den euklidiske geometri. JPEG casen
er lidt en blanding, for i første omgang er repræsentationen af et billede gennem
matrix komponenter ikke noget, der er indlysende når man kigger på f.eks en
blomst. Men når det trin er taget, ligger billedkomprimering og andre matem-
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atiske operationer tæt ved den dannede matrice, ligesom fourier-analyse ligger
meget lige for, når man har besluttet at udtynde data i et bestemt område af
frekvensdomænet.
4.3 Hvad betyder det, at matematikken virker?
Hvis vi udfra vores tre cases håber at få et generelt svar på, hvorfor matematik
ofte virker i andre videnskaber, er vi nødt til at undersøge, om det er det samme,
vi snakker om.
I Hardy-Weinberg casen giver ligevægtsloven forklarende svar på fænomen-
er, der optræder i en genetisk population over generationer. Desuden kan loven
bruges til at forudsige den fremtidige udvikling af en population under visse
nærmere omstændigheder. Det vigtigste er, at selvom ingen populationer i prak-
sis opfylder alle lovens betingelser, så giver loven alligevel et godt fingerpeg for
populationens fremtidige udvikling. I samme ombæring skal nævnes, at loven
gør det muligt at karakteriserer en mængde populationer, og samtidig kan være
en hjælp til at finde årsager, hvis man vil forklare skred i den genetiske sam-
mensætning i en population. Så der er altså tale om videnskabelig forklaring
og forudsigelse, og sekundært også et videnskabeligt værktøj til undersøgelse af
populationer.
I JPEG-casen har matematikken to roller, som hver skal vurderes. Der er først
tale om omdannelsen til et digitalt billede. Succes-kriterierne for dette er, at
det digitale billede ligner virkeligheden. Det andet, der er tale om, er selve
komprimeringen af data, hvor der er to succes-kriterier. Der er det meget kvan-
titative kriterie som er graden af komprimering, noget der nemt kan vurderes,
og så et mere subjektivt kriterie, som er hvor godt, forsøgspersonerne synes,
de komprimerede billeder ligner originalerne. Så selv om algoritmen er meget
matematisk, er definitionen af "virker altså til dels subjektiv.
I Planetarie-casen er der ikke så meget at diskutere i forhold til succeskriterier.
Matematikken virker, hvis de konstruerede objekter har de ønskede egenskaber.
I gennemgangen af hvordan vi vurderer, om matematikken virker i de forskel-
lige cases, finder vi, at de tre cases bliver vurderet vidt forskelligt. I JPEG-casen
er der helt subjektive vurderinger på banen, I Hardy-Weinberg bliver succesen
hevet i land, både fordi loven kan bruges til karakterisering, men også fordi
den giver svar på et ubesvaret spørgsmål. Endelig er der Planetarie-casen, hvor
succes-kriteriet er, at nogle helt kvantitative egenskaber er som ventet.
Vurderingen af hvad det vil sige, at matematikken virker, er altså dybt
afhængig af hvilken case, man kigger på, og forskellene er tilmed temmelig store i
de forskellige cases. Dette betyder, at det i praksis er vidt forskellige spørgsmål,
der stilles til de forskellige cases, når der skal spørges, hvordan det kan være
matematikken virker. Det er selvfølgelig ikke umuligt, at alle disse spørgsmål
kan besvares med samme svar, men mindre sandsynligt end hvis spørgsmålet
var det samme.
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4.4 Hvilke egenskaber besidder den anvendte ma-
tematik?
I Hardy-Weinberg casen er det opstillingen af en matematisk model af det be-
tragtede problem, som er det væsentligste. At udlede ligevægtsloven i modellen
er en banalitet. Dette kan vi skrive med sindsro, da det faktisk lykkedes gruppen
selv at gøre det på en times tid. Det at opstille en matematisk model kræver
som minimum anvendelse af to karakteristika ved matematik: Generalisering
og abstraktion. Eksempelvis skal den konkrete proces, nedarvning, abstraheres
til stokastiske processer. Herudover er et vigtigt aspekt at klargøre modellens
gyldighedsområde: De lovmæssigheder, som antages at gælde i modellen, skal
udtrykkes som antagelser om den betragtede proces.
I JPEG-algoritmen udnyttes ligeledes forskellige egenskaber ved matem-
atikken. I første omgang udnyttes det stærke bånd mellem matematik og fysik,
idet man bruger talsystemet til at tilskrive farver og intensiteter værdier, lige-
som billedet også inddeles ved hjælp af talsystemet. Kigger man videre i denne
case, og kigger på hvad man udnytter i DCT-delen, er det tydeligt, at en af de
rigtig vigtige egenskaber er, at afbildningen er bijektiv. Altså at vi kan genskabe
det originale billede, selvom vi har lavet transformationen med DCT. Samme
egenskab udnyttes senere, når man udfra billedets sammensætning producerer
en funktion, der kan komprimere de kvantiserede data optimalt. Igen er det
væsentligt, at man kan genskabe de originale data.
I Planetarie-casen anvendes to matematiske discipliner, Euklids geometri
og analytisk geometri. Den stærkeste egenskab ved disse er deres fuldstændig
præcise gengivelse af det lokale rum i den fysiske verden omkring os. Hvorfor
den euklidiske geometri passer så perfekt med den virkelig verden, skal vi ikke
forsøge at gøre os kloge på, men det er den egenskab som gør det muligt at
løse Planetarie-problemet. I forlængelse heraf kan man tale om, at det letter
arbejdet en betydelig del, at der er overensstemmelse mellem Euklids geometri
og den analytiske geometri, således at overgangen fra reglerne for konstruktion
af geometriske figurer til den matematiske analyse bliver så smertefri.
Igen må vi konstatere, at det er forskellige ting, der kommer i spil i de
forskellige cases. Overordnet set må man dog sige, at nogle af de egenskaber som
virker attraktive er matematikkens evne til at generalisere, abstrahere, deducere,
ligesom det faktum, at matematik aldrig oplever tilfældige fejl.
4.4.1 Casenes ligheder og forskelle
Hvis vi kigger på de tre cases, er de ved første øjekast vidt forskellige både i form
og område. I store kategorier har vi biologi, informationsteknologi, og arkitektur,
tre områder der ikke umiddelbart har den store forbindelse imellem sig. De har
dog alle tre det tilfælles, at matematik har vist sig at spille en væsentlig rolle
(hvilket lidt bagvendt selvfølgelig, er årsagen til at vi har valgt dem til dette
projekt).
Hvis vi kigger på alle tre cases samlet, er der i alle tre tilfælde tale om en
"afbildning"fra "virkeligheden"over i matematikken. Det varierer dog, hvor tæt
på virkeligheden denne afbildning er, da formålet med enhver afbildning følgeligt
er at lave en eller anden transformation af domænet .
Det kan være svært at vurdere de tre cases forskelle og ligheder, baseret på
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h!
Hardy-Weinberg JPEG Planetariet
Indg.vinkel: Mærkeligt som samtiden
bliver ved med at tro
dominante alleler vil over-
rumple alt andet. Lad os
forklare hvordan tingene
hænger sammen
Lad os gøre sådan at dig-
itale billeder ikke fylder så
meget, så kan det også være
vi vinder den konkurrence
Lad os se om vi kan bygge
en pap-model af Planetari-
et
Inddrager: Populationsgenetiske studi-
er + Sandsynlighedsregning
og Statistik
Billeder/Fotos, Farveteori
og Øjets synsevnen og
fysiologi + Matricer, DCT
og Huffman
Bygninger + Euklidisk ge-
ometri
Slutninger: Givet visse kriterier er op-
fyldt kan vi med rimelig
sikkerhed sige at et allele
vil fordele sig på en bestemt
måde i en population, samt
hvordan det udvikler sig
gennem generationer
Med matematikken som
værktøj har vi fået dette
billede, synes du det ser ok
ud?
Vi har nu lavet en abstrakt
model som kan konkre-
tiseres uendeligt mange
gange
Tabel 4.1
hvordan de afbilder et område af virkeligheden ind i matematikken. I stedet kan
vi her prøve at opridse nogle få aspekter og vurdere, hvordan de enkelte cases
forholder sig til de aspekter. Dette er forsøgt illustreret i tabel 4.1.
Hvad denne tabel også inddirekte pointerer (og som vi har nævnt tidligere ),
er at vi får skåret noget væk i hver af de tre cases. I Hardy-Weinberg casen består
det i at fjerne en række omstændigheder både på allele-niveau og på samfunds-
niveau, de såkaldte undtagelser som gør at ligningen ellers ikke passer. I JPEG
casen er formålet med algoritmen netop at skærer virkelighedens information
fra. I første omgang ved billedrepræsentationen givet ved en matrix af pixels og
deres værdier, dernæst algoritmen med dens entropi-kodning og kvantisering. I
Planetarie casen er der en meget lille beskæring af virkeligheden. Når først man
har fundet en cylinder, kan man anvende matematik på den helt og holdent.
Den euklidiske geometri angiver selv, de objekter den gælder for.
Man kan sige, at hvad der er fælles for alle casene er, at der er tale om
en slags primær abstraktion af virkelige fænomener. Ikke nødvendigvis bundet
til det matematiske område, men den blotte italesættelse af objekter er jo i
vist omfang en mængde abstraktioner. Cirkler, farvespektra, alleler er ord, der
stammer fra forskellige teorier, der har vundet stort indpas i samfundet. I andre
samfund hedder det måske noget andet. Men denne basale abstraktion gør det
muligt at bruge matematikkens rammer.
En anden måde at se overstående på, er måske ved at sige, at den individuelle
case bliver høvlet lidt af og finpudset indtil den passer i en kasse af matematik,
som er nemmere eller i det mindste mere tilgængelig at kigge på. I nogle tilfælde,
f.eks. Planetariet, vil den passe med det samme, mens det i andre tilfælde vil
kræve en grov høvl - ikke forstået som at der er behov for meget tilpasning, men
snarere at der måske er behov for et andet instrument eller en anden kasse af
matematik. En del af svaret på matematikkens anvendelighed skal måske derfor
findes i den beskæring, der får casen til at passe i den matematiske kasse.
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4.5 Matematikkens udvikling i forhold til casen
Overordnet kan man sige, at betingelsen for at matematik kan finde anvendelse
i forskellige cases er, at der et matematisk apparatur til rådighed. Hvis ikke
der er en eller anden matematisk begrebsverden til at tage fra, har man ikke
noget udgangspunkt for at kunne anvende matematik i en given case. Dog kan
man også bemærke, at forskningens væsen er at være på kanten af der, hvor
der ikke er noget matematisk apparatur givet på forhånd, men som derimod
forsøges skabt på baggrund af det fundament man har. Nogen gange kan en given
case endda være medvirkende til, at der sker en udvikling af den matematiske
begrebsverden.
Vi vil her kort forsøge at skildre, hvorledes vores udvalgte cases har haft
indflydelse på den involverede matematik. Altså lidt omvendt af vores problem-
formulering fokus af matematikkens indflydelse på casene.
I Hardy-Weinberg casen var det sandsynlighedsregning og statistik, der var
de involverede discipliner. To discipliner som i et vist omfang kan spores helt
tilbage til antikkens Grækenland og ihvertfald må siges at være vokset til stærke
discipliner under Gauss' levealder i starten af det 18. århundrede [Gowers, 2008,
Kap. VI.26]. Brugen af sandsynlighedsregning og statistik i Hardy-Weinberg
casen er på et ret fundamentalt niveau i forhold til den allerede opbyggede
teoriramme. Casen har ikke haft indflydelse på disse matematiske discipliner.
I JPEG algoritmen er det tvivlsomt, om casen har bidraget til udvikling af
fourier-analysen, som er den disciplin DCT hører ind under. Men på området
entropi-kodning benyttes i JPEG algoritmen de mest avancerede former (f.eks.
aritmetisk kodning, [Said, 2004, s. 1-2]). Så her nærmer man sig forsknings-
fronten. Hvilket også kan ses af, at der har været en del reelle patent-rettigheds
problemer netop for aritmetiske koder. I det mindste kan man sige at med billed-
komprimering som fagområde, har det været stimulerende for mere forskning på
området og herunder en udvikling af ny matematik.
For Planetariets vedkommende kan man isoleret betragtet sige, at der ingen
indvirkning på matematikken er sket. Men vælger man at betragte Planetariet
som eksemplar for den mere generelle case: stive legemer i det fysiske rum, stiller
sagen sig anderledes. I så fald er Euklids geometri opstået som en teori for disse
legemer. Det er denne anskuelsesform, vi har benyttet i arbejdet med den case.
Og den anden matematiske disciplin, analytisk geometri, er opstået uafhængigt
af Euklids geometri.
Sammenfatter vi, ser vi her stor forskel på de enkelte cases indvirkning
på matematikken: Fra "nul-aktør"i Hardy-Weinbergs lov over "inspirator"fra
JPEG algoritmen til "skaber"i Planetarie-casen.
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Kapitel 5
Konklusion
Vi startede med en ambition om at blive lidt klogere på hvordan det kan være,
at matematik er så anvendelig så mange forskellige steder. Til at løse problemet
har vi valgt en meget praktisk vinkel, og kigget på forskellige tilfælde hvor
matematik anvendes.
Vi har valgt cases, hvor matematikken spiller forskellige roller, da de på den
måde bliver pladsholdere for en større mængde af tilfælde, hvor matematikken
spiller en gavnlig rolle i andre videnskaber. Vores cases valgte vi ud fra en overbe-
visning, om tre forskellige måder matematik kunne anvendes på: til beskrivelse,
til konstruktion og til besvarelse af spørgsmål. At der er nogle overlap imellem
disse tre og, at matematikken nogle gange kan spille mere end én af rollerne,
ser vi i vores analyse af de tre cases. Denne er samtidig en verificering af vores
forestilling om forskellig roller.
Videre i vores analyse finder vi, at den matematik, der bliver anvendt, ofte
bliver bestemt af naturen i det, som man arbejder med. Dette ses specielt ved
Hardy-Weinberg, hvor al data allerede var opgjort som statistik og sandsyn-
ligheder. I JPEG-casen, efter digitalisering, kommer matematikken ikke direkte
af det man arbejder med, men kommer som en naturlig følge, når ideen om
øjets funktion udnyttes til at smide ligegyldigheder væk. Man kan altså i høj
grad sige, at valget af matematik-disciplin bestemmes af den sammenhæng som
den anvendes i og, at én disciplin af matematikken ikke kan siges at være et
universalværktøj.
Vores videre undersøgelser har gået på, hvad det vil sige at matematikken
virker i vores tre cases. Her viser det sig, at det er vidt forskellige krav, som
afgør, hvorvidt anvendelsen af matematik er en succes eller ej. Disse går fra
meget håndgribelig og målelige krav i Planetarie-casen, til helt subjektive vur-
deringer i JPEG-casen.
Videre når vi kigger på, hvad det er matematikken gør i de forskellige cases,
ser man, at dette også er vidt forskelligt. I Hardy-Weinberg udgør matematikken
selve kernen i løsningen af problemet, mens det i JPEG-casen hovedsageligt
virker som et værktøj, der gør det muligt at bruge en umatematisk ide.
Generelt tegner der sig dog et fælles træk ved de forskellige cases. Uanset
hvad man arbejder med, skal man forsøge at afbillede sit problem ind i matem-
atik. Ved Hardy-Weingberg sker det ved hjælp af statistiske data, og ved at
opstille nogle matematiske krav der kan relateres til krav til den virkelig popu-
lation. I JPEG-casen sker denne afbildning allerede i starten, hvor billedet bliv-
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er omdannet til et digitalt billede. I Planetarie-casen sker overgangen, så snart
man laver sin model af Planetariet vha. geometriske figurer. Fælles for alle disse
tre cases er, at det er lykkedes at lave en afbildning ind i matematikken, der
bibeholder de væsentlige egenskaber. Det er klart, at der altid vil gå noget in-
formation tabt, når man prøver at genskabe noget i matematik, hvilket også er
en af styrkerne ved anvendelsen af matematik. Selv om det lyder indlysende,
lader det til, at hvis bare det lykkes at overføre de væsentlige egenskaber til
matematikken, som man vil studere, har man en stor palette af værktøjer til sin
rådighed.
Indimellem kan det ske, at den nødvendige matematik ikke er til rådighed, så
man er afskåret fra at få overført sit problem til matematik. Eller det kan ske, at
problemet kan formuleres, men ikke kan løses. Begge disse tilfælde kan være med
til at skubbe udviklingen af ny matematik. Hvis man ser Planetarie-casen i et lidt
større perspektiv, er det klart, at et lignende ønske om at gengive virkeligheden
i en mindre model har været drivkraften for at udvikle principperne i Euklids
geometri.
Et kort svar på vores problemformulering vil altså være, at man ikke kan finde
nogen fælles forklaring, på hvorfor matematik virker, men at det ser ud til, at et
af de afgørende punkter, for om man kan anvende matematik, er hvorvidt man
kan få gengivet sit fænomen i en matematisk model.
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